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a10(x − x1)
N + a11(x − x1)

N−1 + . . .

+ a1 N−1(x − x1) + a1N , x < x2

a20(x − x2)
N + a21(x − x2)

N−1 + . . .

+ a2 N−1(x − x2) + a2N , x2 < x < x3

· · · · · ·
ak0(x − xk)

N + ak1(x − xk)
N−1 + . . .

+ ak N−1(x − xk) + akN , xk < x < xk+1

· · · · · ·
an−1 0(x − xn−1)

N + an−1 1(x − xn−1)
N−1 + . . .

+ an−1 N−1(x − xn−1) + an−1 N , xn−1 < x
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!����� .#% 3����� ������  ��
����� f(x) = 0 �� ���	�� [a, b] ��� ���� "�

5�� � ��!��

1. f = x3 − 2x − 5, [0, 3], 2. f = x3 − 0.001, [−1, 1],

3. f = ln(x + 2/3), [0, 1], 4. f = QRSB(x − 2)
√
|x − 2|, [1, 4],

5. f = arctan(x) − π
3
, [0, 5], 6. f = 1/(x − π), [0, 5].
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x = F (x), c� Sd
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��/3 F (x) �������/�
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q = sup
x∈[a,b]

|F ′(x)| < 1, c� �d

�� ��4��� x∗ 
������3 cSd (�&�� 	��� ������� ��� 0����� 0������ �����
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x∗ = lim
n→∞xn, xn+1 = F (xn), c� Wd
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������3 x = cos(x) 

!����� .#& ���
����� �� ��:���� x∗ = 0.73908 � ������" 10−5 ��� ����

	� k = 29 ����!���

.���(���( �����
 �	 ������� ������ �
��/ f(x) = 2x − 3 − ln(x)" � � 
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 �	 ������� ������ 
������3 f(x) = 0 -�� 0������� �����

f��� �
��/" �� �� ������ ��	�5��5��3 ��� ����3 
������3 f(x) = 0"
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��/����� (����" ������� ������ � ����
5Z% 4�����

• 0���04�( 
������� f(x) = 0 � ��� x = F (x) c� Sd" ��� � ��4�(

��
��� F (x) = (ln(x) + 3)/2 
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• 
	��(�3" ��� 
����� |F ′(x)| < 1 c� �d" ����������� ��3 �%��(���

(����� ����/�" ��0������ � ���������� ����3 x = 1.8 V�3 f����

0�������� ����� �
��/ |F ′(x)| 

• �����( ��4��� 
������� f(x) = 0  x = F (x) � �������� ��������5

10−8" �0����
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����3 x = 0.05 ��f��(
" ��3 ����" ���	� ���� ������ ������" ���	%��(�

�0��������� ��
�
5 �
��/5 F̃ (x) � 
������ c� Sd ��3 ���� &� ��(���

�%������ 
������3 f(x) = 0 ! ��4�( ��
��� f�� F̃ (x) = exp(2x− 3) ����
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����� �%��(��� ��3 f��� �
��/  ������ ������ � ��������
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����� *C�-+ ���

���� "5�� � ��!��/

1. F (x) = cos(sin(x)); 2. F (x) = x2 − sin(x + 0.15);

3. F (x) = x5 − 3x3 − 2x2 + 2; 4. F (x) = tan(x).
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xj+1 = xj − f(xj)
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� ������� ��&� �����3�(�� ������ -�� x∗ ������ ������� ����3" ��

τk = |xk+1 − x∗| �0�����3���3 �������

τk ≈ δf(xk)

f ′(x∗)
,

��� δf(xk) � 0����4����� ��������3 0� ������� �
��/ f � ����� xk 
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xj+1 = xj − fj
xj − xj−1

fj − fj−1
, c� �d
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5 + 1)/2 ≈ 1.62 
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|xk+1 − x∗| ≈ N(xk − x∗)2,

� ��3 ��
% 4���( (����� ���
Z% (��(

|xk+2 − x∗| ≈ N1.62(xk − x∗)2.618.
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(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)
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f(x) =

⎡
⎣ sin(x)/x, x �= 0

1, x = 0
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f(x) =
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⎪⎪⎩

1, x ≥ 1

x, −1 ≤ x < 1

−1, x < −1
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f(x) =
sin x

x
, f(x) = xα sin x, f(x) =

a1x
2 + b1x + c1

a2x2 + b2x + c2

 � 0 �� 0��(�&
��� [−10, 10] )���/����� �0�������� 0���������

0���0������� �������� 0������

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h

$� �� (�&�( �� ��(0�5���� �	��0���� 	��������
5 0�����������������
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 ��0���( �������3

0����� 0� ���������� (���( h" ��(��33 df/dx � ����� x ����4���( ∆f/∆x 
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f ′(x) =
f(x + h) − f(x)

h
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y(t) = sin 2πFt
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f(x) =

⎡
⎣ x sin(1/x), x �= 0

0, x = 0
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f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x) +

1

2!
f ′′(x)h +

1

3!
f ′′′(x)h2 + . . . cX �d
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∆f
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=

f(x + h
2
) − f(x − h

2
)

h
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PN(x) =
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k=0

ckx
k.
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xk+mdx ≡
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bk+m+1 − ak+m+1

k + m + 1
= 0, m = 0, 1, . . . , N − 1.
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⎛
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c0

c1

   

cN−1

⎞
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, 	b = −

⎛
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a1
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a1 a2 · · · aN

a2 a3 · · · aN+1

   
   

   
   

aN aN+1 · · · a2N−1

⎞
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$���/� E ��	���� ���" ��� ���3��� abs(diag(R)) 
(���4����3g

• N � )*#R% � ������Z��� ���
����� � �yJyow 
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������ �� �� ���������� �����$��� "

����! ��
�� �����!� � �� Q∗Q = QQ∗ = 1�

!����� ;#& ���
���� ��  ������� ����%��	�
���� x′ = Qx� ,�� Q  ���

����� ����!�� �������� ��������� ����	
������ (x′, y′) = (Qx, Qy) = (x, y)�

��� �"%�� 
�����
 x, y�

���(� f���� ��(���� E�A�F � )*>.5.+.#�A�A 2% � �(��3�� Q  R ���

�( �	����(" ���	� 0��������� QR������&��� (���/� X ��3 ��
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�
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��� �������� ������ x 
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���"��� "���"���#����������	�������������$

\\



������ � ��

/�0���� �������(���'��� ��������� <�

! ������ ��	��� ����(�����5��3 ��������� 0������4% (������ ��4��3

����� ��4 ��3 �������/������� 
������3 0������ 0��3���

dy(t)

d
t = f(t, y(t))

�� �������� t ∈ [a, b] � �������( 
�����( y(a) = y0 

!�	���( ����������� 0���Z��� ∆t = h  �����( ����
5Z� �	�����

���3
tk = tk−1 + h = a + kh,

yk 
 y(tk) = y(a + kh), k = 0, 1, . . . , N,

fk = f(tk, yk) 
 y′(xk).

.������� yk+1 − y(xk+1) (�&�
 ���������(  �����( ������3( ��4��3

������5� �0�.�� 
�����3 -�� � ���(
��% ��������� ����������3"

������� ����
5� �����" ��(���� ��� ������ ������3 y(x0), . . . , y(xk) ��

0�	�&����� ������ y0, . . . , yk" �� �������� yk+1 − y(xk+1) ���� ��	��,

��1 �0�.� 
�����3 )�( ��(�( 0����3 �4	�� ���������3 �� ������ ���

������� �4	���" ��  ����0�����( ��������% �4	�� �� 	���� ����%

4���% ����������3 

�=�� 1���� >�����? 9���� � /���� 8����

! (����� `����� 0��������3 � �������/�����( 
������ ��(��3���3

0�	�&����( �������(

y′(xk+1) 
 yk+1 − yk

h
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yk+1 = yk + h f(tk, yk), k = 0, 1, . . . , N.

$���� `����� ���� %���4�� 0�	�&��� ��4��3 ������ 0� ����������

(���( 4��� h  ������ ��3 ��������% 0����% ����� 

! �������� 0�(��� ����(���( ��4��� 
������3

y′ = 3 + t − y , t ∈ [0, 1], y(0) = 1 .

���  ��5�
 �����" 0��&�� ��( 0����
0�� � ������/ ������(� ��4��

�3" ��( 	
��� ���	%��(� ������ ��(� 
�������" � � �������� m������
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 ��3 �
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 ���	%��(� ��2�	���� � m������" 0��&�� ��( �� �����

4� )�0��� ���	%��(� ������ ��������� 
����3" �0������� 4�� h �

��������� 4���� N = (b − a)/h  ��0�����((������ ������( ��������

���3
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��%���( f��� ����  0�����( �����

-5=+#+A,A;�;A+A,�#+%A;��;%

+	+5.#E;�\5.* 1.+Z=> T	+Z��;A�\1��+*#�%A;�+.-�;F%

'� f��( ������ ���� ��� ������ ��4��� ��������3 �� ��������� ��4��

�3  ��� ����0������3 �4	�� � �����( ���� 4���� 

��������33 ������ �������� 0�	�&��3 0��������� y′(t)" �������

�
����� � ����� � 0�����
Z% ��	��" � �������/������ 
�������

(� 0��
�( ������ ����4������ (����� ��4��3 ����� ��4 ���� �%

�����(

• (���/�������� (���� `�����

yk+1 = yk +
h

2

(
f(tk, yk) + f (tk + h, yk + h f(tk, yk))

)
;

• (���� ������� ����

yk+1 = yk + h f

(
tk +

h

2
, yk +

h

2
f(tk, yk)

)
;

• (���� �̂���

yk+1 = yk +
h

4

(
f(tk, yk) + 3f

(
tk +

2

3
h, yk +

2

3
hf(tk, yk)

))
;

• (���� .
�����
��� �������� 0��3��� � ����������� �	�������� Di�W

yk+1 = yk +
h

6
(k1 + 4k2 + k3) ,

���

k1 = f(tk, yk), k2 = f

(
tk +

h

2
, yk +

k1

2

)
,

k3 = f (tk + h, yk + 2k2 − k1) .
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!����� "<#& 0 ����5�" ��	�����,� 
��� ���,������,� �%��������� ���

����� ��:���� 	����� E�:�

dy

dt
= y − t2 + 1, t ∈ [0, 4], y(0) = 0.5

� :�,�� h = 1 � h = 0.1 ��	������� �������� 0��
��� ��� ������ ��:����

� ����� ��:����� �� ,�������� E���� ���� � ��� ����� :�,� ��� %����

����� ��:����J

!����� "<#+ ������� ��:���� 	����� E�:�

dy

dt
= sin(t), t ∈ [1, 5], y(1) = 0

� :�,�� h = 1 � h = 0.1 ��	������� �������� 0��
��� ��� ������ ��:����

� ����� ��:������ E���� ���� � ��� ����� :�,� ��� %���� ����� ��:����J

!����� "<#. ������� ��:���� 	����� E�:�

dy

dt
=

2y

t
+ t2 exp(t); t ∈ [1, 3], y(1) = 0

� :�,�� h = 1 � h = 0.1 ��	������� �������� 0��
��� ��� ������ ��:����

� ����� ��:������ E���� ���� � ��� ����� :�,� ��� %���� ����� ��:����J

!����� "<#/ 0��
��� ��
������ ��� ������ 
��� ��,��:����� 
�������

��� � ������������ 	��������� ��,��:������
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�(�� ��3 ��������� 0��	� ��4��
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• =>.� � ����4������ 3���� (����� .
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(������� &������� ����(� TV2  ���% ���	����3% � ����

���� f��� (���� (�&�� ���� �����4 � ������� ��4��3 
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(���

���5 �d" �0����
5Z� ���(
�� ��������� �������/�����3 

`�� ���0����� (����" ��� ���� 0�(��3��" ��� ��4����� =>.&( ��

�	��0������ ��4��3 

• =>.� � � ����4������ (����" �0����
5Z� (���/������
5 ����

(
�
 .����	���� ���� 0��3��� $�&�� �	��0���� �����
5 ��������

�������� 0� ����� ������� ��4��3 &������ ����(� �����
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������� 

• =>.� + � (���� ���0�/� � ����0��3/�� `��� (���� ���� %���4�
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• 7b-&@ ��
&� ��3 ��4��3 ������% �����" � � ��4��3 ����( �����

���/�����% 
������� ��� y′ = f(t, y)" 0� 
���� F (y(a), y(b), p) =

0 

• ->.-. �
&�� ��3 ��4��3 ����( 0���	������%  f��0�����%

�������/�����% 
������� � ������% 0��������%" ������ � 3���

����(� ��3 0�����&� ����% ��������% �
��/� �Q8; s�" 0����

���4���3 J:D@A:= vA�8D8;@A:= k�<:@A?;B 6??=L?C �����&� 	���� (�Z�

��� �������� 

!�� ��4���� (��
� ��4��� ����(� 
������� 3����� ���

y′ = F (t, y).

���(� f����" ��4���� =>."(�A=>.� + �0���	�� ���� ����

�������/����������	������% 
�������

M(t)y′ = F (t, y),

��� M ���������3 (���/�� (���� .�4���� =>."(�" =>.� �" =>.� + 

=>.� +7 (��
� ��4��� 
������3 ��3����� ���

M(t, y)y′ = F (t, y).

� ������/" ��� ��4����" �� ���5����( =>.� �" ������� ���	
�� 0����3��

���� (���/� (����"  7b-&@" (��
� ��%���� ���� (�������� 
������3

���

M(t, y)y′ − F (t, y).
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• � �&� � ������" �0�����35Z� ������� ����������3 [t0, tfinal] V�3

0��
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0���&����� � 0��3��� 
(���4��3 � 
������3d �
&�� �0������

���� tspan = [t0, tl, . . . , tfinal]g

• y0 � ������ ��������% 
�����g

• p1, p2, . . . � 0���������� 0���(����" 0��������(�� � �
��/5 F g

• T, Y � (���/� ��4��� Y " ��� ��&��3 ������ ����������
�� ���(��"

������Z����( � ������������	/� T g
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���
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����(���� ����������3 c=-+	=��d (��
� 	��� �0��������  � m�

�����"  � ��(������ ������ � 0�(�Z�5 ��(���� =>.�.+ -�� 0���(���

�0������� � �	�% (����%" �0�������� � ��(������ ������ (��� 0������ 

������ �������(�3 �� ���	� ��&��% 0���(����%
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||ε|| <= max(RelTol||y||, AbsTol).
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0������� 0�

��&��� � �������35Z% ������� ��4��3g

• �.5�=5 � ������������ 0���� ��	��� � 0���&������� ����3� ��


(�����5 10−3  �/���� �4	� �� ��&��( 4��� ������/ 0� 0���

��


ε(i) <= max(RelTol ∗ |y(i|, AbsTol(i));

• �7��=5 � �	���5���3 ��������" 0� 
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ẏ = y2 − y3, y(0) = δ, t ∈ [0, 2/δ] . cS� �d
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2 = ε(1 − y1)
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y′′′|y| = 0, y(0) = 0, y(4) = −2.
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y′ = −|y|, y(0) = 0, y(4) + 2 = 0.
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mM1
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ẋ1 = x3

ẋ2 = x4
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x(t) = x0 +
t∫

t0

Vx(τ)dτ

y(t) = y0 +
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Vy(τ)dτ
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V k

x (tk − tk−1)
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V k

y (tk − tk−1)

��((� 0��/��
�� =>.&( �
Z����
�� �Z� �3� ���������% 0��/��
� ��4��3

����( �������/�����% 
������� V�3 �������3 (� ������( �����

�
��/5 -\5,�" � ������� ��3 ��4��3 ������ ����(� 
������� (� ��

0����
�( 0��/��
�
 =>.&(  	���� ����
5 0��/��
�
 =>."" " � ������� ��

0����
���3 (���� ���(�� � � � (���� e0�������������/e ^���� 	
�
�

�������������� �����  �������� /���� 

S�S



�
��� � ��������� (�(��� ���(�� �������� 0
� 0� ��������� � Y��"

0� ������� � S�� 

:\�@+	=� -\5,�#%

E+AZF�=>.&(#_�	*�,��AE!A(�3FAEG!!A"!!F%�

b$�Z#OA"%� b,�Z#OA�%�

1�5.�6+Z#+%�

$!�!� ,!�!�

$#"%�$!� ,#"%�!�

:=* 	��O1

$#	%�$#	�"%�b$#	�"%�#+#	%�+#	�"%%�

,#	%�,#	�"%�b,#	�"%�#+#	%�+#	�"%%�

.�>�

E +"AZ"F�=>."" #_�	*�,��AE!A(�3FAEG!!A"!!F%�

b$"�Z"#OA"%� b,"�Z"#OA�%�

1"�5.�6+Z#+"%�

$!"�!� ,!"�!�

$"#"%�$!� ,"#"%�!�

:=* 	��O1"

$"#	%�$"#	�"%�b$"#	�"%�#+"#	%�+"#	�"%%�

,"#	%�,"#	�"%�b,"#	�"%�#+"#	%�+"#	�"%%�

.�>�

:	6\*.

-5=+#$A,A;*�;A$"A,"A;7�;%

6*	> =�

.���/� (�&�
 ���
������( 0�(����3 �������% �������% (������

���� ������
&����( �����( �����4����� �������3 ����0������3 �

�����( ���(�� t 

b�(��( ������" ��� (� ��4�� ����(
 �������/�����% 
�������

⎧⎪⎨
⎪⎩

Vx = −ρ
√

V 2
x +V 2

y

2m
SVx

Vy = −g − ρ
√

V 2
x +V 2

y

2m
SVy

� ������ ����( ��%��� ��������5 0
�" �0����
3 0�	�&����� ����

S��



�������� !(���� f���� (� (�&�( ��4��� ����
 ��5 ����(
 
�������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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��� θ1, θ2

x1 = 
1 sin θ1; y1 = −
1 cos θ1;

x2 = 
1 sin θ1 + 
2 sin θ2; y2 = −
1 cos θ1 − 
2 cos θ2
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(m1 + m2)
1θ̈1 + m2
2θ̈2 cos(θ1 − θ2) = −g(m1 + m2) sin θ1 − m2
2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2)

m2
1θ̈1 cos(θ1 − θ2) + m2
2θ̈2 = −gm2 sin θ2 + m2
1θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) cSS Sd
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u(t) = [θ1, θ2, θ̇1, θ̇2]
T , c = cos(θ1 − θ2, s = sin(θ1 − θ2),
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0 0 c 1
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u3

u4

−g sin u1 − su2
3

−g sin u2 + su2
4
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������7��$-��'�$�"�$���	�*$�$�������$�$!���+�!6$�$�����
2($

���������$-��'�$�"�$���	�*$�$!����$� ���
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!����� ""#6 ;����� �� ������ =����!� ��� ��	������ 	�������� �����

���� ρ� ��� ����� 	������� ρ ���
����" ������� ����:��
 " ���%����

	���������� %�� ���!��J
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!����� ""#; ;	����� ��� ���,����� � ������ �� �� ��	�
��� " ���

��� ��� ������ .��������/

ẋ1 = −(x2 + x3), ẋ2 = x1 + ax2, ẋ3 = b + x1x3 − cx3

��� a = 0.17� b = 0.4� c = 8.5 � �� ,�� 	�������� ��������
�

���, 8������'��� &����

�������������� 	�
���

S .�4�� ����(
 
��������⎧⎨
⎩ 3ẋ + ẏ + x = 1

ẋ + 4ẏ + 3x = 0
x(0) = 0, y(0) = 0

� .�4�� ����(
 
��������⎧⎨
⎩ ẋ − x − 2y = t

ẏ − 2x − y = t
x(0) = 2, y(0) = 4

W .�4�� ����(
 
��������⎧⎨
⎩ 2ẍ − ẋ + 9x − ÿ − ẏ − 3y = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 1

2ẍ + ẋ + 7x − ÿ + ẏ − 5y = 0, y(0) = 0, ẏ(0) = 0

R .�4�� 
��������

ÿ + ẏ − 2y = et, y(0) = −1, ẏ(0) = 0

� .�4�� ����(
 
��������

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẍ − x + y + z = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 0

ÿ − y + x + z = 0, y(0) = 0, ẏ(0) = 0

z̈ − z + x + y = 0, z(0) = 0, ż(0) = 0

[ .�4�� 
��������

y(4) + y(3) = cos t, y(0) = 0, ẏ(0) = 0, ÿ(0) = 0, y(3)(0) = 2

SW[



X '��� ��	�5Z
5 ��(������ ��4��� 
������3 ẏ + y2 = x2 

Y .�4�� 
��������

y(4) + 4y = t2, y(0) = 0, ẏ(0) = 1, ÿ(0) = 2, y(3)(0) = 3

\ .�4�� 
��������

4y(3) − 8y(2) − 2ẏ = 8et, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, ÿ(0) = 1

S� .�4�� 
��������

y(3) − 6y(2) + 11ẏ − 6y = 0, y(0) = 0, ẏ(0) = 0, ÿ(0) = 10

SS .�4�� 
��������

y(4) + 2y(2) = t sin t, y(0) = 0, ẏ(0) = 10, ÿ(0) = 0.1, y(3)(0) = 0.01

S� .�4�� ����(
 
��������⎧⎨
⎩ ẍ − x + 2y = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = −1

ẍ − 2y = 0, y(0) = 1/2

��	������� 	�
���

SW ���3������ 
 ��� 4��� � ����
%�( ��0
���5�  �� ������� ��0���

���� T	U�( 4���� 
���������3 0� (��� ����" ��� 
(���4����

�3 ���
&�5Z�� ������� �������������� ��(��� 4���� � � (���

�� b���� �(����3 �	U�(� � ����(��� �� ������3" ������

���(�V (P ) = V0(1 + 2λ(P ))  ^�� λ(P ) = PH−P
PH−Patm

 ���� ��%����3

�� ��
	�� H = 500m PH � ������� �� ��
	�� H  Patm � ��(��������

������� ������" ��� 0�������� ���� �� ��
	�� �� �(��3���3 

T/���� ���(3 ��0���3 ��3 4���� (����� ��� ���(( �� ������

�� ��&��3 
������� ������ ��
 �3&���" ��
 ��%(���  ��

�
 ��0�������3 ������ ����� ��� ��0�������3 ������ �����

f = ρv2

2
S" ��� ρ � 0�������� ����" v � �������� ��&��3 4����" S �

0��Z��� 0�0�������� �����3 
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SR ����������� ���3� ������������ � ���

b��3� q(t) 
���������3�� 
������5

L
d2q

dt2
+ R

dq

dt
+

q

C
= V (t)

������� 0��
���� � ������ T(�

V (t) = L
dI

dt
+ RI +

q

C

� ������� (� 0������� ��� I = dq
dt

 

����������� f�� 
������� 0� �����% ������3% 0���(�����" � ��

������( �0� 	�������� V (t) = 3  � �������( �0� ���
(
�3���

V (t) = 3 − a exp(t)" ��� a � (���� ��f��/��� 

S� ����45��� (����� Y� ������(( 0������ � ������ X�� (����� ���

��45� ����������3 ����� t0 = 10 ���
�� 0���� 0��&�� 2�������

��&��3 (��� ��

ÿ = −g +
α(t)

m
, y(0) = 700, ẏ(0) = 0 .

b���� g = 9.81 m/s2 � 
������� ���	������ 0����3" � α(t) � ��f��

�/��� ����3" ������� (��� �� α(t) = k1ẏ(t)2 0� t < t0 

α(t) = k2ẏ(t)2 T/���� ���(3 0����� 0���45����  ��
 
���� �

��(�5 0� k1 = 1/150  k2 = 4/150 

S[ 2������ ���� � ���
�� �������3�� S� (����� c����������� ��� ���
��d 

���/���� 4��� ��(���� S �( 0����� � ������ � �( ��� 
�����(

���� T/���� ���(3" �� ������� 4��� 
0���� �� ��� ���
�� 
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SX ��������  ��4�� 
������� ��&��3 	�
��� �� 0�
&�� $���

�
 	�
���" ��f��/��� ����3 � 0����%�����  &�������� 0�
&��"

������ �������( 

SY ����������� ���/������� ��4��3 
������� ��������� �� !���"

�0����5Z�� ��&��� ����� �� (���������"

(1 − v)y′ + a
2

3
yy′ + b

1

6
y′′′ = 0,

0� �����% ������3% 0���(����� 

S\ 2������� ��&��3 ����" 0������5Z��� ����� (������� 4�� 0�����

3���� 0�������

y′′ + G
4

3
πρr3(y)y−2 = 0,

r(y) =

⎧⎨
⎩ |y|, |y| < R,

R, |y| > R.

T��	�������5 ������ ����� 3��3���3 ������������ %������� ���

f��/����� � 
������ '��� ��������� 
����3 0� ������% ����

�������� � 4���" � ����( ������Z����3 

�� .���(���( ��������5 ��&��3 0
� 0�� �������( ��� �3&���"

����� ��� ��0�������3 ����
%� 0��0��/������� �������
 ������

�� �
��� (���� 0
� � S� ���((" 0�0������ � S �(" 0�������� ����

�
%� � S ������(( �� �
	����� (��� $�����( ������	� ��4��


������3 ��&��3 ���" ���	� x(0) = y(0) = 0"  x(6) = 20, y(6) = 0 

� ����� 0����4�����5 ��4��� �����3 �������3 �������

�S ������ ���� � �3���� &����� 0�� �������( ��� �3&��� ���

�3&��� �0�����3���3 0�������3( ���� ρ  &����� ρ0

F = (ρ − ρ0)
4

3
πr3g.

b���� r � ���
� ����" g � 
������� ���	������ 0����3 ! ��
���

����������� ���� � ���/������( 0�	�&�� ������
5Z�3 �� ����

��� ��0�������3 (��� ��

Fc = −6πηrv
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b���� η � ��f��/��� �3�����" v � �������� ���� !����� �����

'�5���� � �������/������( 0�	�&�� 0��	������ ��

y′′ = Ay′ + B.

�
��� � ��������� (�(��� ������ 0���&��� ����  ��� ��������

y(0) = y0, y′(0) = y′
0

)��	
���3 ��0���� 0�����((
 ��3 ��4��3 
�������� ����� ��4

 ���������� %������� ��&��3 � ����(��� �� ������4��3 0����

(����� ����(� 

�� ����������� 3����3 ���������  	��� � ����(�

d2x

dt2
+ w2x = F0sin(γ t), x(0) = 0, x′(0) = 0

��	�������3 ������� ����(� w
2π

"������� ���4��� ��� γ
2π

 c'�0�(��

0� �������% ν = 11
2π

 ν = 13
2π

" F0 = 48d 
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