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Недостойно одаренному человеку 

тратить, подобно рабу, часы на 

вычисления, которые безусловно 

можно было бы доверить любому 

лицу, если бы при этом  применить  

машину.  

 

Готфрид Вильгельм фон Лейбниц 



Символьные вычисления — это преобразования и работа с математическими 

равенствами и формулами, как с последовательностью символов.  

 

Численные расчѐты оперируют приближѐнными численными значениями, 

стоящими за математическими выражениями, т.е. числами (целыми и с 

плавающей запятой).  

 

К примеру, решения уравнения x2 = 2x + 1  ―равны‖ −0.41421356 и 

2.41421356. 

 

Однако часто необходимо работать  не с  приближенным цифровым значением, 

а  с точной величиной  

𝟏 ± 𝟐.  

 

С этого простейшего примера и начинается разница между численными и 

символьными вычислениями.  

 

Но, самое главное, есть  задачи, которые вообще невозможно решить 

численно.  



Символьные вычисления  или компьютерная алгебра — научная дисциплина, 

ставящая целью разработку алгоритмов и программного обеспечения для 

решения с помощью компьютера задач, в которых исходные данные и 

результаты имеют вид математических выражений, формул.  

 

Системы компьютерной алгебры — Maple, Mathematica, MATLAB, MATCAD, Sage 

и др. — содержат процедуры выполнения базовых преобразований выражений и 

набор пакетов процедур, предназначенных для решения более специальных 

задач, как то интегрирование функций, преобразование и решение 

дифференциальных уравнений, нахождение пределов, доказательство 

комбинаторных тождеств и т.д. 

 

В компьютерной алгебре имеется большое количество актуальных задач разной 

степени сложности, как теоретических, связанных с разработкой и 

модификацией алгоритмов, так и сугубо практических - написание модулей, 

встраиваемых в системы компьютерной алгебры. 



ПО для аналитических (символьных) вычислений это очень мощный инструмент 

позволяющий автоматизировать наиболее рутинную и требующую повышенного 

внимания часть работы, оперирующий при этом аналитической записью 

данных, т. е. фактически математическими формулами. Такие ПО   называют 

средой программирования, с той разницей, что в качестве элементов языка 

программирования выступают привычные человеку математические 

обозначения. 

 

Недостатки систем символьных вычислений: 

отсутствие компилятора в машинный код ; неудобная стыковка с другими 

языками программирования; неудобная обработка строк и ряда других типов, в 

том числе классов ООП; передача аргументов копированием и т.д 

 

Поэтому можно работать прямо на Common Lisp, Python и языках которые 

позволяют RAD (Rapid Application Development -- быстрая разработка 

приложений. 



Сравнение  

Maple (паскаль и др.)                                        Mathematica  (С- подобно) 

restart                                                                 Clear 

with(Student)                                                      Needs["ComputerArithmetic`"] 

sin(x)                                                                  Sin[x] 

dsolve(diff(y(x),x$2)=sin(x),y(x))                         DSolve[y''[x]==Sin[x],y[x],x] 

int(sin(x),x=a..b)                                                 Integrate[Sin[x],{x,a,b}] 

plot(f(x),x=a..b,color=blue)                                 Plot[f[x],{x,a,b}, PlotStyle->Blue]    

display(pict)                                                         Show[pict]    

subs(x=a,f(x))                                                      f[x]/.x=a    

 

Так что синтаксис не главное - главное удобство .  



Вычислим сумму в Maple 14 

Вычислим тоже самое в Mathematica 8 

Формально три разных ответа – но это одно и тоже!!!! 

―простой‖  набор 

набор ―палитра‖ 











(файлы Maple, Mathematica и примеры практической работы) 



Дифференцирование 



Дифференцирование является алгоритмической процедурой, так как знание 

производных элементарных функций и следующих четырех правил: 

 

1. (a+b)'=a'+b'    -   дифференцирование суммы 

2. (a b)'=a' b+a b'   -   дифференцирование произведения,  

3. (a / b)'=(a' b-a b') / b^2   -   дифференцирование отношения, 

4.  f(g(x))'=f ' (g(x)) g'(x)   -   дифференцирование сложной функции, 

    

позволяет нам продифференцировать произвольную функцию. 

 

Фактически, настоящей проблемой при дифференцировании  является 

упрощение результата, так как если его не упрощать, то производная от 

2x+1 формально выдается в виде 0x+2*1+0. 



Элементарные функции — функции, которые можно получить с помощью 

конечного числа арифметических действий и композиций из следующих 

основных элементарных функций: 

 

1.     многочлен (полином) 

2.     рациональная 

3.     степенная 

4.     показательная и логарифмическая 

5.     тригонометрические и обратные тригонометрические. 

 

 

Каждую элементарную функцию можно задать формулой, то есть набором 

конечного числа символов, соответствующих используемым операциям.  

 

Элементарные функции разделяются на алгебраические и 

трансцендентные. 



Алгоритм дифференцирования достаточно прост и, поэтому, попробуем 

реализовать этот алгоритм для дифференцирования полиномов от одной 

переменной 

𝑷 = 𝒂𝒏 ∗ 𝒙
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏 ∗ 𝒙

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟎 ∗ 𝒙
𝟎 

 

Что нам надо уметь: 

 отличать в выражении P переменную x от коэффициентов a и показателей 

степеней n; 

 различать математические операции - сумму, произведение и степень; 

 задать правила дифференцирования.  

 

Выделение различных частей выражения в Maple с помощью команды  

op(i,e)  которая выделяет имя (операнд) под номером i из выражения e с 

учетом приоритета арифметических операций. 

 



Определять тип переменных и выражений можно с помощью команды 

type(e,t) где e- выражение, а t - имя типа выражения.  

 

В ответе получаем либо "правда", либо "ложь".   

 

Типов выражений очень много и из простых типов можно составлять 

составные типы.  

 

Пример: 

 

 `+` - сумма  

`*` - произведение   

string – строка, symbol – символ, function- функция 

name^integer – имя в целой степени 

anything^posint – что угодно в положительной целой степени 



Процедура 

1>  df:=proc(p::algebraic,  x::name)   local u,v; 

2>    if type(p,numeric) then 0 

3>    elif type(p,name) then  

                     if p=x then 1 else 0 fi 

4>    elif type(p,`+`) then map (df,p,x) 

5>    elif type(p,`*`) then   

                  u:=op(1,p); v:=p/u; 

                  df(u,x)*v+df(v,x)*u 

6>    elif type(p,anything^integer) then 

                  u:=op(1,p); v:=op(2,p); 

                  v*df(u,x)*u^(v-1) 

7>    else ERROR(`Ошибка при дифференцировании полинома`,p) 

        end if 

      end proc: 



В первой строке мы определяем имя процедуры df, типы входных данных и вводим две 

внутренних переменных u,v (это можно сделать и по умолчанию).  

 

Во второй строке задано правило: производная от числа (тип numeric) есть ноль. 

 

В третьей строке задано правило: производная от переменной (тип name) есть dx / dx 

=1 или dy / dx=0. 

 

В четвертой строке задано правило дифференцирования суммы (тип `+`). Для 

дифференцирования слагаемых применяется та же процедура df, к которой мы 

обращаемся рекурсивно, используя команду map (данная команда позволяет 

применить процедуру df  ко всем слагаемым сразу). 

 

В пятой строке задано правило дифференцирования произведения (тип `*`). Для 

дифференцирования множителей, которым присваиваются имена u и v, применяется 

процедура df  (в отличие от предыдущей строки мы вынуждены делать это явно)  

 

В шестой строке задано правило дифференцирования степени  переменной (тип 

anything^integer), при этом мы так же явно выделяем части выражения. 

 

В седьмой строке для аварийного выхода из процедуры в случае возникновения ошибки 

используется команда ERROR (именно из больших букв). 

 



Интегрирование  

 

наука+исскуство 



= 

 функция Эйлера 

функция Ламбера 



Так же 

Только и только при N меньше 40248. 

R. Baillie, D. Borwein and J. M. Borwein, manuscript, http://users.cs.dal.ca/~jborwein/sinc-sums.pdf. 

Загадочные интегралы 



Элементарные функции по Лиувиллю 

 

Элементарная функция y переменной x — аналитическая функция, которая 

может быть представлена как алгебраическая функция  

𝒚 = 𝝋(𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏)  

от x и функций 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏 таких, что причѐм: 

 𝒛𝟏  является логарифмом или экспонентой от некоторой алгебраической 

функции 𝒈𝟏 𝒙 ,  

𝒛𝟐 является логарифмом или экспонентой от некоторой алгебраической 

функции 𝒈𝟐 𝒙, 𝒛𝟏   и т.д. 

 

Например, y = sin(x) — элементарная функция в этом смысле, поскольку она 

является алгебраической функцией 𝒆𝒊𝒙.  

Функция 𝒆𝒆
𝒙
 тоже является элементарной, поскольку еѐ можно представить в 

виде:      𝒚 = 𝒛𝟐, где 𝒛𝟐 = 𝒆
𝒛𝟏,  где 𝒛𝟏 = 𝒆

𝒙 



Элементарные по Лиувиллю функции бесконечно дифференцируемы всюду, 

где они определены.  

 

При этом производная элементарной функции всегда является элементарной 

функцией и может быть найдена за конечное число действий, так как по 

правилу дифференцирования сложной функции производная равна 

 

𝒚′ 𝒙 =
𝒅

𝒅𝒙
 𝝋 𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏 =

𝝏𝝋

𝝏𝒙
+ 
𝝏𝝋

𝝏𝒛𝒊
∗
𝒅𝒛𝒊
𝒅𝒙

𝒏

𝒊=𝟏

 

 

На практике обычно используют таблицу производных, а не так как мы делали 

при дифференцировании полиномов. 



Интеграл элементарной по Лиувиллю функции не всегда сам является 

элементарной функцией. Наиболее распространѐнные функции, интегралы 

которых найдены, собраны в таблице интегралов.  

 

В общем случае имеет место теорема Лиувилля: 

Если интеграл от элементарной функции 𝒚 = 𝝋(𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏) сам является 

элементарной функцией, то он представим в виде 

 𝝋(𝒙, 𝒛𝟏(𝒙),… , 𝒛𝒏(𝒙))𝒅𝒙 = 𝑨𝒊 ∗ 𝐥𝐧𝝑𝒊 𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏 + 𝝑𝟎 𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏 + 𝑪

𝑵

𝒊

 

 

где  𝑨𝒊, 𝑪 – комплексные числа, а 𝝑𝒊 𝒙, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏  - алгебраические функции 

своих аргументов. 



Результаты Лиувилля, при всей своей значимости, совершенно не помогают в 

задаче нахождения первообразной, ибо процедуры приведения функции к 

интегрируемому виду автором предложено не было, более того Г. Х. Харди 

предположил, что такой процедуры вообще не может существовать. 

 

Дифференциальная теория Галуа — позволила обобщить результат Лиувилля 

на произвольные элементарные функции и, более того, сделать 

доказательство конструктивным, т.е. таким, что с его помощью стало 

возможно получить желанную первообразную.  

 

Роберт Риш из Калифорнийского университета в 1969-1970 годах 

опубликовал алгоритм, приводящий любую элементарную функцию к  

необходимому для интегрирования виду или определяющий, что такое 

приведение невозможно (и следовательно, интеграла как элементарной 

функции нет). На современных компьютерах эти конструкции были 

незамедлительно запрограммированы. 



Первая реализация алгоритма Риша была выполнена Джоэлом Мозесом в 

рамках знаменитого «Project MAC» в MIT в 1971 г.  

Дэвенпорт в 1981 г., основываясь на работе Риша и некоторых глубоких 

результатах дифференциальной алгебры и комплексного анализа, разработал 

алгоритм интегрирования чисто алгебраических функций и реализовал его в 

известной среде символьных вычислений REDUCE-2. 

 

Программы Мозеса и Дэвенпорта для общего случая — интегрирования 

произвольных элементарных функций — были одинаково непригодны. 

 

Алгоритм Дэвенпорта ещѐ и обладал большой вычислительной сложностью, что 

его автор признавал и выражал надежду, что алгоритм можно упростить. Так и 

произошло: Барри Трагер из MIT в 1984 г. внѐс серьѐзные улучшения в алгоритм 

Дэвенпорта. Обновлѐнный алгоритм обладал гораздо большей практической 

ценностью и был реализован в математических программах Axiom и Maple. 



Решающий шаг к практическому решению вопроса сделал Мануэль Бронштейн 

в 1990 г, обобщив алгоритм Трагера на произвольные элементарные функции. 

 

Бронштейн был одним из ведущих разработчиков Axiom. Вместе с Трагером он 

реализовал в Axiom свой алгоритм, но лишь частично. В 2005 году Бронштейн 

скончался, спустя два года после смерти основателя Axiom Ричарда Дженкса. 

 

При своей неполноте, имплементация Бронштейна — наиболее полная из 

имеющихся в программах символьных вычислений.  

 

При возникновении нереализованного случая Axiom выдаѐт ошибку, в отличие 

от процедур интегрирования Maple и Mathematica. То есть, если Axiom 

обнаруживает, что интеграл от данной функции не является элементарной 

функцией, то это правда. Если Axiom выдаѐт ошибку, то интеграл может быть 

или не быть элементарной функцией. 



Известны несложные примеры, показывающие несостоятельность процедур 

символьного интегрирования в современных математических пакетах. 

 

Например, первообразная функции 

 
𝑥

𝑥4+10𝑥2−96𝑥−71
 

равна 

 

−
𝟏

𝟖
𝐥𝐧((x6+15 x4−80 x3+27 x2−528 x+781) 𝐱𝟒 + 𝟏𝟎𝐱𝟐 − 𝟗𝟔𝐱 − 𝟕𝟏− x8 − 20 x6 + 128 x5 − 54 x4 + 1408 x3 − 3124 x2 − 10001) 

 

однако в таком виде еѐ находит только Axiom.  

 

Прочие пакеты — Mathematica, Maple, Matlab, Maxima, Reduce — в лучшем 

случае выдают громоздкий ответ с участием эллиптических интегралов, т.е. 

неспособны выдать ответ в виде элементарной функции 



Теорема Ричардсона: 

 

Если есть функция f, получающаяся с помощью сложения, умножения и 

композиции из синуса, экспоненты и модуля, а коэффициенты f используют 

рациональные числа, π и ln(2), то задача проверки утверждения  

«f тождественно равна нулю» алгоритмически неразрешима. 

 

Функция модуля существенна в доказательстве Ричардсона, и есть 

основания полагать (да и сам автор теоремы надеется), что без неѐ задача 

Constant Problem всѐ таки разрешима, что даѐт надежду на создание 

абсолютно честного алгоритма символьного интегрирования. 

 

Cоnstant Problem                𝒇 =
𝒅𝒀

𝒅𝒙
− 𝒚 = 𝟎                     𝒀 =  𝒚𝒅𝒙 



Класс элементарных функций по Лиувиллю  кажется несколько надуманным. 

Например, функция ошибки 

erf 𝑥 =
2

𝜋
 𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡

𝑥

0

 

 

не является элементарной, как доказал Лиувилль (гидродинамика, Прандтль).  

 

Но чем она хуже экспоненты и логарифма, которые мы относим к 

элементарным функциям? На компьютере она может быть вычислена с 

произвольной точностью, и даже, как экспонента и логарифм, обладает 

элементарной производной.  

 

Эту функцию вполне можно включить в «надэлементарные» расширения 

функций, так же как и эллиптические интегралы,  и многие другие функции. 
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