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Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ×àñòü 1. �
ÑÏá., 2010

Â ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèìåíÿåìûå â ñè-
ñòåìàõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì
âàðèàöèîííîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè ìåòîäàì êîíå÷íûõ è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîäðîáíî ðàçîáðàíû âñå àñïåêòû ýòèõ ïîäõîäîâ, â òîì ÷èñëå ïîñòàíîâêà âàðè-
àöèîííûõ çàäà÷, ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé, òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè, îöåíêè
ïîãðåøíîñòè. Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ 3-4-ãî êóðñîâ.



1 Àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè.

Â ôèçèêå è òåõíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÷àñòî îïèñûâàþò â òåðìèíàõ ýíåðãèè ñè-
ñòåìû J . Ýíåðãèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû, åå îðèåíòàöèè, âíóò-
ðåííåãî ñîñòîÿíèÿ, âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ å¸ ïîäñèñòåì. Â ìàòåìàòè÷åñêîì îïè-
ñàíèè ïåðåìåííàÿ u, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-
ìó ïðîñòðàíñòâó u ∈ V . Î÷åíü ÷àñòî ïåðåìåííàÿ îïèñàíèÿ íå ìîæåò ïðèíèìàòü
ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, à äîëæíà ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó äîïó-
ñòèìûõ ñîñòîÿíèé U , ÿâëÿþùåìóñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà V . Ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì åå ýíåðãèè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
ïîèñêà u ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

J(u) = inf
v∈U

J(v).

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò çàäàâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ìû
ðàññìîòðèì çäåñü íàèáîëåå ïðîñòîé, îäíàêî âàæíûé è ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó-
÷àé êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè:

J(v) =
1

2
a(v, v)− f(v),

ãäå a(., .) � ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà, à f � ëèíåéíàÿ ôîðìà.
Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü

âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ïóñòü

• V � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||.||,

• a(., .) � íåïðåðûâíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(., .) : V × V → R,

• f � íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà f : V → R,

• U � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî V .

Òîãäà àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (ÀÇÌ) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: íàé-
òè u òàêîå, ÷òî

u ∈ U è J(u) = inf
v∈U

J(v), (1)

ãäå ôóíêöèîíàë J : V → R îïðåäåëåí êàê

J(v) =
1

2
a(v, v)− f(v). (2)

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî:
(i) Ïðîñòðàíñòâî V ïîëíî
(ii) U � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî èç V
(iii) áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(., .) ñèììåòðè÷íà è V -ýëëèïòè÷íà, ò.å. ñóùåñòâóåò
α > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ v ∈ V

a(v, v) ≥ α||v||2. (3)
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Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(., .) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì íà V . Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è V -ýëëèïòè÷íîñòè, ïîðîæäåííàÿ èì íîðìà
a(., .) ýêâèâàëåíòíà íîðìå ||.||. Åñëè ìû íàäåëèì V ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì, òî îíî ñòàíåò ãèëüáåðòîâûì. Ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò èç V , ÷òî

∀v ∈ V f(v) = a(σf, v).

Òåïåðü, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû:

J(v) =
1

2
a(v, v)− a(σf, v) =

1

2
a(v − σf, v − σf)− 1

2
a(σf, σf).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå àáñòðàêòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðàâíîñèëüíî ìèíè-
ìèçàöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòîì âíå U è ìíîæåñòâîì U îòíîñèòåëüíî
íîðìû

√
a(., .). Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå � ýòî ïðîåêöèÿ σf ýëåìåíòà f íà ìíî-

æåñòâî U îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a(., .). Ïî òåîðåìå î ïðîåêöèè
òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííåí, òàê êàê U � çàìêíóòîå âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà V . �

1.1 Ýêâèâàëåíòíûå âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ðàññìîòðåííóþ íàìè àáñòðàêòíóþ
çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â âàðèàöèîííûõ òåðìèíàõ. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà äàåòñÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2. Ýëåìåíò u � ðåøåíèå àáñòðàêòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

•
u ∈ U è ∀v ∈ U a(u, v − u) ≥ f(v − u) (4)

â îáùåì ñëó÷àå;

•
u ∈ U è ∀v ∈ U a(u, v) ≥ f(v); a(u, u) = f(u) (5)

åñëè U � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â 0;

•
u ∈ U è ∀v ∈ U a(u, v) = f(v) (6)

åñëè U � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Óðàâíåíèå (6) îáû÷íî íàçûâàþò âàðèàöèîííûì óðàâíåíèåì, à óðàâíåíèÿ
(4),(5) � âàðèàöèîííûìè íåðàâåíñòâàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (4). Ðåøåíèå u � ïðîåêöèÿ σf íà U . Â ñèëó
âûïóêëîñòè U , ïðîåêöèÿ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì

u ∈ U è ∀v ∈ U a(σf − u, v − u) ≤ 0.

Ôàêòè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè òóïîé. Ïåðåïèñûâàÿ íåðà-
âåíñòâî â âèäå

a(u, v − u) ≥ a(σf, v − u) = f(v − u),

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (4).
Óðàâíåíèå (5). Ïóñòü U � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ ñ âåðøèíîé 0. Òîãäà

u + v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U âñÿêèé ðàç, êîãäà v ïðèíàäëåæèò U . Ïðè
çàìåíå v íà u+ v â (4) ïîëó÷èì

∀v ∈ U a(u, v) ≥ f(v),

â òîì ÷èñëå a(u, u) ≥ f(u). Âûáèðàÿ v = 0 â óðàâíåíèè (4), íàéäåì

a(u, u) ≤ f(u)

è, ñëåäîâàòåëüíî, a(u, u) = f(u).
Óðàâíåíèå (6). Åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî óñëîâèå (5), çàïèñàííîå äëÿ v

è −v, äà¸ò
a(u, v) ≥ f(v)
a(u, v) ≤ f(v)

}
⇒ a(u, v) = f(v)

äëÿ âñåõ v ∈ U . �
Çàìå÷àíèå 1. Ïðîåêòèðóþùåå îòîáðàæåíèå ëèíåéíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà U � ïîäïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöè-
îííûì íåðàâåíñòâàì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíû.

Çàìå÷àíèå 2. Ëèíåéíîñòü íà ïîäïðîñòðàíñòâå îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ôóíê-
öèîíàë (2) � êâàäðàòè÷íûé.

2 Àáñòðàêòíàÿ Âàðèàöèîííàÿ Çàäà÷à

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ñôîðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó
áåç îòñûëêè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè. Íàïðèìåð, ýòî íåîáõîäèìî ñäåëàòü, åñëè
óñëîâèÿ Òåîðåìû 1 íå ñîáëþäàþòñÿ. Îïðåäåëèì Àáñòðàêòíóþ Âàðèàöèîííóþ
Çàäà÷ó (ÀÂÇ), íå îáðàùàÿñü ê ôóíêöèîíàëó ýíåðãèè J .

ÀÂÇ: íàéòè òàêîé ýëåìåíò u, ÷òî

u ∈ U è ∀v ∈ U a(u, v − u) ≥ f(v − u), (7)

èëè íàéòè òàêîé ýëåìåíò u, ÷òî

u ∈ U è

{
∀v ∈ U a(u, v) ≥ f(v),

a(u, u) = f(u),
(8)
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åñëè U � êîíóñ ñ âåðøèíîé 0;
èëè íàéòè òàêîé ýëåìåíò u, ÷òî;

u ∈ U è ∀v ∈ U a(u, v) = f(v), (9)

åñëè U � ïîäïðîñòðàíñòâî.
Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ó òàêèõ çàäà÷ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 1.
Ìû ìîæåì çàäàòüñÿ âîïðîñîì, ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèÿ Òåîðåìû 1 òàê,

÷òîáû ó ÀÇÌ è ÀÂÇ ïî ïðåæíåìó ñóùåñòâîâàëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â îá-
ùåì ñëó÷àå, ýòî íåâîçìîæíî. Îäíàêî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè ìû äîïîëíèòåëü-
íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Êàê ìû óâèäèì â äàëü-
íåéøåì, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ óðàâíåíèé è
ïðèëîæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îïóñòèòü òðåáîâàíèå î ñèììåòðè÷íîñòè
áèëèíåéíîé ôîðìû, íî ÀÂÇ áóäåò ïî ïðåæíåìó èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ ÀÇÌ ýòî íå âåðíî!

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ÀÂÇ ñ íåñèììåòðè÷íûìè áèëèíåéíûìè ôîðìàìè äàåò
ëåììà Ëàêñà�Ìèëüãðàìà. Ìû ñôîðìóëèðóåì åå äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ U =
V .

Òåîðåìà 3. (Ëåììà Ëàêñà�Ìèëüãðàìà).
Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, áèëèíåéíàÿ ôîðìà

a(., .) : V × V → R

íåïðåðûâíà è V -ýëëèïòè÷íà, ëèíåéíàÿ ôîðìà f : V → R íåïðåðûâíà. Òîãäà
ÀÂÇ: Íàéòè òàêîé ýëåìåíò u, ÷òî

u ∈ V è ∀v ∈ V a(u, v) = f(v) (10)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îíî îñíîâàíî

íà òåîðåìå î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè è ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, â
êíèãå [2]. �

Íóæíî åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÀÂÇ � ýòî îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû
áóäåì èçó÷àòü íà ïðîòÿæåíèè íàøåãî êóðñà. Îíà äà¸ò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ ìíîãèõ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

3 Ôîðìóëû Ãðèíà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü àáñòðàêòíóþ òåîðèþ, ðàçâèòóþ â ïðåäûäóùèõ ïà-
ðàãðàôàõ, ê êîíêðåòíûì óðàâíåíèÿì, íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîäõîäÿùèå
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé è ñðåäñòâà äëÿ ðàáîòû ñ íèìè. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû êî-
ðîòêî ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû. Áîëåå ïîäðîáíîå
îáñóæäåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî â êíèãàõ [1, 2].
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Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà â îáëàñòè Ω:

• ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(Ω) ñ íîðìîé

||v||C(Ω) = max
x∈Ω
|v(x)|,

• ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L2(Ω) ñ íîðìîé

||v||0,Ω =

(∫
Ω

|v(x)|2 dx
)1/2

,

• ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H1(Ω) íåïðåðûâíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ
íîðìîé

||v||1,Ω =

∑
|α|≤1

∫
Ω

|∂αv(x)|2 dx

1/2

,

• è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî H1
0 (Ω) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ

H1(Ω) è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè:

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v(x) = 0 ïðè x ∈ Γ}.

Âàæíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðàáîòû ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ ôîðìóëû Ãðèíà. Îíè äàþò åñòåñòâåííîå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå äëÿ îä-
íîìåðíîé ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà:∫

Ω

u∂ivdx = −
∫

Ω

∂iuvdx+

∫
Γ

uvνidγ (11)

äëÿ u, v ∈ H1(Ω) è äëÿ âñÿêîãî i ∈ [1, n]. Â ýòîì óðàâíåíèè Γ � ãðàíèöà ìíîæå-
ñòâà, ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü, dγ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà.

Çàìåíÿÿ â óðàâíåíèè (11) u íà ∂iu è áåðÿ ñóììó îò 1 äî n, ïîëó÷èì∫
Ω

n∑
i=1

∂iu∂ivdx = −
∫

Ω

∆uvdx+

∫
Γ

∂νuvdγ (12)

äëÿ âñåõ u ∈ H2(Ω), v ∈ H1(Ω), ãäå ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõ-
íîñòè

∂ν =
n∑
i=1

νi∂i.
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Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ v íà ∂iv, ïîëó÷èì∫
Ω

u∆vdx = −
∫

Ω

n∑
i=1

∂iu∂ivdx+

∫
Γ

u∂νvdγ

äëÿ âñåõ u ∈ H1(Ω), v ∈ H2(Ω). Âû÷èñëÿÿ ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ, íàéäåì
åùå îäíó ôîðìóëó Ãðèíà:∫

Ω

(u∆v −∆uv)dx =

∫
Γ

(u∂νv − ∂νuv)dγ. (13)

4 Ïðèìåðû êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðàíåå îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ, ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

4.1 Çàäà÷à 1: Êðàåâàÿ çàäà÷à âòîðîãî ïîðÿäêà � çàäà÷à
Äèðèõëå.

Â ýòîì ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà U è V â îáùåé òåîðèè âûáðàíû îäèíàêîâûìè è
ðàâíûìè H1

0 (Ω):
V = U = H1

0 (Ω).

Áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë âûáåðåì â âèäå

A(u, v) =

∫
Ω

(
n∑
i=1

∂iu(x) ∂iv(x) + a(x)u(x)v(x)

)
dx,

à ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îïðåäåëèì êàê

F (v) =

∫
Ω

f(x)v(x) dx.

Îò ôóíêöèé a(x) è f(x) ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a ∈ C(Ω), a(x) îãðàíè÷åíà è a(x) ≥ 0 íà Ω,

f ∈ L2(Ω).

Àíàëèç çàäà÷è.
Äâàæäû èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî |(u, v)| ≤ ||u|| ||v||, äëÿ ëþ-
áûõ u, v ∈ H1(Ω) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|A(u, v)| ≤
n∑
i=1

||∂iu||0,Ω||∂iv||0,Ω + ||a||C(Ω)||u||0,Ω||v|||0,Ω ≤

≤ max {1, |a|C(Ω)} ||u||1,Ω ||v||1,Ω.
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Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë A(u, v) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðàâèëüíûé âûáîð
ïðîñòðàíñòâà î÷åíü âàæåí: íàïðèìåð, ýòîò æå ôóíêöèîíàë A(u, v) íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω), äàæå íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ.

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè a(x), äëÿ âñåõ v ∈ H1(Ω) ìû èìååì

A(v, v) ≥
∫

Ω

n∑
i=1

(∂iv)2 dx.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå-Ôðèäðèõñà äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω

||v||0,Ω ≤ C(Ω)

(∫
Ω

n∑
i=1

(∂iv)2 dx

)1/2

∀v ∈ H1
0 (Ω),

ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

A(v, v) ≥ 1

2

∫
Ω

n∑
i=1

(∂iv)2 dx+
1

2C2(Ω)
||v||20,Ω ≥ min

{
1

2
,

1

2C2(Ω)

}
||v||21,Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë A(v, v) ÿâëÿåòñÿ òàêæå H1
0 (Ω)-ýëëèïòè÷íûì.

Îöåíèì òåïåðü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë F (v). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H1(Ω)
ìû èìååì:

|F (v)| ≤ ||f ||0,Ω||v||0,Ω ≤ ||f ||0,Ω||v||1,Ω,

òî åñòü íàø ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè âñå óñëîâèÿ òåîðåì Ë1.1 è Ë1.2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ H1
0 (Ω), ìèíèìèçèðóþùàÿ êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó

J(u) =
1

2

∫
Ω

(
n∑
i=1

(∂iu(x))2 + a(x)u2(x)

)
dx−

∫
Ω

f(x)u(x) dx (14)

íà H1
0 (Ω).

Ïî òåîðåìå Ë1.2, ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå âàðèàöèîííîìó óðàâ-
íåíèþ

∀v ∈ H1
0 (Ω)

∫
Ω

(
n∑
i=1

∂iu(x)∂iv(x) + a(x)u(x)v(x)

)
dx =

∫
Ω

f(x)v(x) dx. (15)

Ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

Ôóíêöèÿ u(x), ðåøàþùàÿ çàäà÷è (14) è (15), äàåò ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè è âàðèàöèîííîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòè çàäà÷è
ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé â îáëàñòè, åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ íàé-
òè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì çàäà÷àì. Äëÿ ýòîãî ìû

7



ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé D(Ω). Ïðèìåíèì ê íàøåìó
áèëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó ôîðìóëó Ãðèíà:∫

Ω

n∑
i=1

∂iu(x)∂iv(x) dx = −
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx+

∫
Γ

∂νuvdγ. (16)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ∀φ ∈ D(Ω) ìû ïîëó÷èì:

A(u, φ) =

∫
Ω

(−∆u(x) + a(x)u(x))φ dx =< −∆u+ au, φ >,

è
f(φ) =< f, φ > .

Òàêèì îáðàçîì, èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî u � ðåøåíèå â
D′(Ω) óðàâíåíèÿ

−∆u+ au = f â Ω
u = 0 íà Γ.

(17)

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé çàäà-
÷åé Äèðèõëå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è (17) íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè (essential boundary conditions).

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî áîëåå îáùàÿ íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

−∆u+ au = f â Ω
u = g(x) íà Γ

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (17) çàìåíîé ôóíêöèè u íà u− ũ, ãäå ũ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

ũ|Γ = g(x).

4.2 Çàäà÷à 2: Êðàåâàÿ çàäà÷à âòîðîãî ïîðÿäêà � çàäà÷à
Íåéìàíà.

Â ýòîì ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâà U è V âíîâü âûáðàíû îäèíàêîâûìè,

V = U = H1(Ω),

áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë âûáðàí òàêèì æå êàê â çàäà÷å 1,

A(u, v) =

∫
Ω

(
n∑
i=1

∂iu(x)∂iv(x) + a(x)u(x)v(x)

)
dx,

à ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë âêëþ÷àåò èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáëàñòè:

F (v) =

∫
Ω

f(x)v(x) dx+

∫
Γ

gv dγ.
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Ôóíêöèè a, f è g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a ∈ C(Ω), îãðàíè÷åíà è a ≥ a0 > 0 íà Ω,

f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ).

Àíàëèç çàäà÷è:
Ïðîâîäÿ òå æå âûêëàäêè, ÷òî è â çàäà÷å 1, ìû âèäèì ÷òî ôóíêöèîíàë (u, v)
íåïðåðûâåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ v ∈ H1(Ω) ìû ìîæåì îöåíèòü:

A(v, v) =

∫
Ω

n∑
i=1

(∂iv(x))2 dx+

∫
Ω

a(x)v2(x) dx ≥ min {1, a0}||v||21,Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë (v, v) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è H1(Ω)-ýëëèïòè÷íûì.
Ëèíåéíàÿ ôîðìà v ∈ H1(Ω)→

∫
Γ
gv dγ íåïðåðûâíà, ò.ê. â ñèëó ñóùåñòâîâà-

íèÿ ñëåäà ôóíêöèè ìû ìîæåì îöåíèòü åå êàê∣∣∣∣∫
Γ

gv dγ

∣∣∣∣ ≤ ||g||L2(Γ)||v||L2(Γ) ≤ C(Ω)||g||L2(Γ)||v||1,Ω.

Ìû âíîâü ìîæåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ë1.1, â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ u ∈ H1(Ω), ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë

J(v) =
1

2

∫
Ω

(
n∑
i=1

(∂iv(x))2 + a(x)v2(x)

)
dx−

∫
Ω

f(x)v(x) dx−
∫

Γ

gv dγ

íà ïðîñòðàíñòâå H1(Ω).
Ïî òåîðåìå Ë1.2, u óäîâëåòâîðÿåò ∀v ∈ H1(Ω)∫

Ω

(
n∑
i=1

∂iu∂iv + auv

)
dx =

∫
Ω

fv dx+

∫
Γ

gv dγ.

Ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèé ñ êâàäðàòè÷íî èí-
òåãðèðóåìûìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè u ∈ H2(Ω)) ïî ôîðìóëå Ãðèíà:

a(u, v) =

∫
Ω

(−∆u+ au)v dx+

∫
Γ

∂νuv dγ =

∫
Ω

fv dx−
∫

Γ

gv dγ.

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé v, â òîì ÷èñëå è ôóíê-
öèé, ðàâíûõ íóëþ íà ãðàíèöå. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óðàâíåíèå

−∆u+ au = f â Ω. (18)

Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå äîëæíî áûòü âåðíî äëÿ âñåõ ôóíêöèé, ìû ïîëó÷àåì:

∀v ∈ H1(Ω)

∫
Γ

∂νuv dγ =

∫
Γ

gv dγ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
∂νu = g íà Γ. (19)

Óðàâíåíèÿ (18,19) îïðåäåëÿþò íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Íåéìàíà. Ýòà çàäà÷à íà-
çûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ g = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â îä-
íîðîäíîé çàäà÷å Íåéìàíà íàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(natural boundary conditions). Ñëàãàåìîå∫

Γ

gv dγ

ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì ââåäåíèÿ â çàäà÷ó Íåéìàíà äîïîëíèòåëüíûõ (íåíóëåâûõ)
êðàåâûõ óñëîâèé.

5 Ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, ò.å. áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ u ∈
V òàêóþ, ÷òî

∀v ∈ V A(u, v) = F (v).

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû Ëàêñà-
Ìèëüãðàìà. Êàê ïðàâèëî, ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì, dimV =
∞, òàê ÷òî ìû ìîæåì íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷å òîëüêî â
ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè, ìû ìî-
æåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì èñêàòü ðåøåíèå â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå VN ïðîñòðàíñòâà
V , dimVN = N . Êîíå÷íî, òàêîå ðåøåíèå áóäåò ëèøü ïðèáëèæåííûì, à íå òî÷-
íûì.

Ïðèìåð 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû îòìåòèì
çäåñü øèðîêî èñïîëüçóåìîå â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâî P (k) âñåõ ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè ìåíüøå èëè ðàâíîé k íàä ïðîñòðàíñòâîì Rn. Äëÿ íàèáîëåå âàæíûõ äëÿ
íàñ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà n, ðàçìåðíîñòü P (k) òàêîâà:

dimP (k) = k + 1 â R1,

dimP (k) = (k + 1)(k + 2)/2 â R2,

dimP (k) = (k + 1)(k + 2)(k + 3)/6 â R3. �

Êîãäà ìû èñïîëüçóåì êîíå÷íîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷è, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ óñëîâèé äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòîâåðíûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ê ýòèì óñëîâèÿì îòíîñÿò-
ñÿ:

• Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîíå÷íîìåðíîãî ðåøåíèÿ.
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• Ñõîäèìîñòü: ïî ïîäõîäÿùåé íîðìå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

||u− uN || → 0 êîãäà N →∞.

• Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè: êàê èìåííî (ñ êàêèì p) óáûâàåò íîðìà ïî-
ãðåøíîñòè:

||u− uN || ∼ C/Np ïðè N →∞.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíî ðàçðåøèòü ýòè âîïðîñû, ìû äîëæ-
íû â ïåðâóþ î÷åðåäü àïïðêñèìèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî V . Ïóñòü {Vn}∞n=1 ⊂ V � ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ V òàêèõ, ÷òî
⋃∞
i=1 Vn = V , ãäå Vn ⊂ Vn+1 ⊂ V ,

è dimVn = Nn < ∞. Îïðåäåëèì òåïåðü äèñêðåòíóþ çàäà÷ó: íàéòè äèñêðåòíîå
ðåøåíèå un ∈ Vn òàêîå, ÷òî

A(un, v) = F (v) äëÿ âñåõ v ∈ Vn. (20)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà â ïðîñòðàíñòâå V , òî, êàê ïðàâèëî, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Åäèí-
ñòâåííîå, ÷òî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü � âûïîëíåíèå îöåíîê ïî íîðìå óæå â íîðìå
íîâîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè óñëîâèå ëåììû âûïîëíåíî, òî äèñ-
êðåòíàÿ çàäà÷à òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêîé ïîäõîä ê êîíå÷íîìåð-
íîé àïïðîêñèìàöèè, è â ÷àñòíîñòè çàäà÷à (20), íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.

Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà A(u, v) ñèììåòðè÷íà, ìû ìîæåò ðàññìîòðåòü äèñ-
êðåòíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âìåñòî äèñêðåòíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è:

J(uN) = inf
vN∈VN

(
1

2
A(vN , vN)− F (vN)

)
. (21)

Òàêîé ïîäõîä, è çàäà÷à (21), íàçûâàþòñÿ ìåòîäîì Ðèòöà. Ñðàâíèâàÿ òåîðåìû
1.1 è 1.2, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèâîäèò ê òåì æå ñàìûì
óðàâíåíèÿì, ÷òî è ìåòîä Ðèòöà, åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèììåòðè÷íà è äëÿ
uN è vN â óðàâíåíèè (20) âûáðàí îäèíàêîâûé áàçèñ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê èìåííî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà. Òàê êàê
ïðîñòðàíñòâî UN êîíå÷íîìåðíî, â íåì ñóùåñòâóåò áàçèñ èç N ýëåìåíòîâ φk|Nk=1,

è ëþáàÿ ôóíêöèÿ uN ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ýòîìó áàçèñó: uN(x) =
∑N

k=1 αkφk.
Âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ôóíêöèé vN , â òîì
÷èñëå è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà ψk|Nk=1. Çàïèñûâàÿ ýòè N âàðèàöèîííûõ ðà-
âåíñòâ, ïîëó÷èì:

N∑
k=1

A(φk, ψi)αk = f(ψi), i = 1 . . . N. (22)

Ýòî ðàâåíñòâî óäîáíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

Âα̂ = f̂ , ãäå Âik = A(φk, ψi), α̂i = αi, f̂i = f(ψi). (23)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ uN
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû (23). Èç ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà ìû
çíàåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñëåäóåò îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
äèñêðåòíîé çàäà÷è íå ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ïðè
N →∞. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð 2. Áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà îòðåçêå
[0, 1]:

− d2

d2x
u(x) = 2 (24)

â êëàññå ôóíêöèé H1
0 ([0, 1]). Ïîñêîëüêó ëèíåéíûé îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí, ìû

ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ðèòöà. Â êà÷åñòâå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ VN
âûáåðåì ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: φk(x) = sin (2πkx), î÷åâèäíî
ïðèíàäëåæàùèå H1

0 ([0, 1]). Ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç vN ∈ VN ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ vN(x) =

∑N
k=1 αkφk(x). ×òîáû íàéòè êîýôôèöè-

åíòû αk, ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

J(vN) =
1

2

∫ 1

0

(v′N(x))2dx−
∫ 1

0

2
N∑
k=1

αkφkdx. (25)

Âòîðîé èíòåãðàë â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåí íóëþ, à ïåðâûé âñåãäà íåîòðèöàòåëåí.
Òåì ñàìûì, åãî ìèíèìóì ðàâåí íóëþ � åñëè îí äîñòèãàåòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèò ïðè âñåõ αk = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå vN(x) ≡ 0
äëÿ ëþáîãî N . Â òî æå âðåìÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (24)
ðàâíî v(x) = x(1 − x), è ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè âîâñå íå çàâèñèò îò N è
íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. �

5.1 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ìåòîä Ãàëåðêèíà ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì è äîñòàòî÷íî îáùèì ïîäõîäîì ê âàðèàöèîí-
íûì çàäà÷àì. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ìû ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Èìåí-
íî, ìû ïîêàæåì êàê èç ìåòîäà Ãàëåðêèíà ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Äëÿ ýòîãî, êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

(AuN , vN) = (f, vN). (26)

Çàìåíèì òåïåðü ôóíêöèè vN íà AvN . Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, åñëè îïåðàòîð
A îáðàòèì. Òîãäà çàäà÷à (26) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

(AuN , AvN) = (f, AvN),

(A∗AuN , vN) = (A∗f, vN). (27)
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Îïåðàòîð A∗A ñèììåòðè÷åí, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê çàäà÷å (27) ìåòîä
Ðèòöà: èñêîìîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

1

2
(A∗AvN , vN)− (A∗f, vN) =

1

2
(AvN , AvN)− (f, AvN) =

=
1

2
(AvN − f, AvN − f)− 1

2
(f, f) =

1

2
||AvN − f ||2 − ||f ||2.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì ôóíêöè-
îíàëà ÌÍÊ, ò.å. ||AvN − f ||2.

6 Îðòîãîíàëüíîñòü îøèáîê è ëåììà Øåà (Cea)

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ íàìè â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ,
îøèáêà en = u − un ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è îáëàäàåò ñâîéñòâîì îðòîãî-
íàëüíîñòè.

Ëåììà. Ïóñòü u ∈ V � òî÷íîå ðåøåíèå, à un � ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è.
Òîãäà

A(u− un, v) = A(en, v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ Vn. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ýëåìåíòàðíî. Òàê êàê un � ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà-
÷è, îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

A(un, v) = F (v) äëÿ âñåõ v ∈ Vn.

Äëÿ òî÷íîé çàäà÷è, âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
v ∈ V , è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ v èç ïîäïðîñòðàíñòâà Vn:

A(u, v) = F (v) äëÿ âñåõ v ∈ Vn ⊂ V.

Âû÷èòàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ äðóã èç äðóãà è ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ôîðìû, ìû
ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

Ïîëåçíî îáñóäèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè. Åñëè
ôîðìà A(., .) ñèììåòðè÷íà, ìû ìîæåì ââåñòè ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå

(u, v)e = A(u, v),

è (en, v)e = 0 äëÿ âñåõ v ∈ Vn. Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà en îðòîãîíàëüíà Ãà-
ëåðêèíñêîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Vn â ýíåðãåòè÷åñêîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè.
Òàêèì îáðàçîì, un ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ðåøåíèÿ u ∈ V íà Vn è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ýëåìåíòîì ê u:

||u− un||e = inf
v∈Vn

||u− v||e.

Òåîðåìà (ëåììà Øåà). Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A(., .) : V ×
V → R � áèëèíåéíàÿ îãðàíè÷åííàÿ V -ýëëèïòè÷íàÿ ôîðìà. u ∈ V � ðåøåíèå
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òî÷íîé çàäà÷è, è ïîäïðîñòðàíñòâî Vn ⊂ V , un ∈ Vn. Îáîçíà÷èì Cb è Cel êîí-
ñòàíòû íåïðåðûâíîñòè è V -ýëëèïòè÷íîñòè ôîðìû A. Òîãäà

||u− un||V ≤
Cb
Cel

inf
v∈Vn

||u− v||V .

Âàæíîñòü ëåììû Øåà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïîêàçûâàåò íåçàâèñèìîñòü
îøèáêè îò êîíêðåòíîãî âûáîðà áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå Vn. Õîòÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû íå î÷åíü ñëîæíîå, ìû íå ïðèâîäèì åãî çäåñü, ñì.[?].

Ëåììà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðå-
øåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ òî÷íîé.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Øåà. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Vn áóäåò âûáðàíà òàê, ÷òî V1 ⊂ V2 . . . ⊂
Vn . . . ⊂ V , è

∞⋃
i=1

Vn = V. (29)

Òîãäà
lim
n→∞

||u− un||V = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ V � òî÷íîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (29), ìîæíî íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn},
vn ∈ Vn, ÷òî limn→∞ ||u−vn||V = 0. Ïóñòü un ∈ Vn � ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è.
Òîãäà ìû ìîæåì îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îøèáêó ñ ïîìîùüþ ëåììû Øåà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||u− un||V ≤
Cb
Cel

inf
v∈Vn

||u− v||V ≤
Cb
Cel
||u− vn||V

äëÿ ëþáîãî n. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êîãäà n
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ëåâàÿ ÷àñòü òàê æå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. �

7 Îñíîâíûå àñïåêòû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

(ÌÊÝ)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû áóäåì îáñóæäàòü ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå âà-
ðèàíòû ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ìåòîäó êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèï-
òè÷åñêîãî òèïà. Òàêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè, îäíàêî íà
èõ ïðèìåðå ìû ñìîæåì ðàññìîòðåòü âñå îñíîâíîå îñîáåííîñòè è ñâîéñòâà ÌÊÝ.
Â êîíöå êóðñà ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äðóãèõ òèïîâ, à òàêæå äðóãîé ìåòîä, òåñíî ñâÿçàííûé ñ ÌÊÝ, � ìåòîä
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Â ìåòîäå Ãàëåðêèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîäîáíûõ ðàññìîò-
ðåííûì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ìû ðåøàåì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè u ∈ V
òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ v ∈ V âûïîëíåíî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå∫

Ω

(
n∑
i=1

∂iu(x)∂iv(x) + a(x)u(x)v(x)

)
dx =

∫
Ω

f(x)v(x) dx.

Çàòåì ìû ïåðåõîäèì ê äèñêðåòíîé çàäà÷å, ðàññìàòðèâàÿ ïîäõîäÿùåå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî VN ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âûáîðà
ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèâîäÿò íàñ ê ðàçëè÷íûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Îäíèì èç
òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ÌÊÝ, êîòîðûé îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè
îñíîâíûìè ïîäõîäàìè:

ÌÊÝ 1. Îñóùåñòâëåíèå òðèàíãóëÿöèè Fh íà îáëàñòè Ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Ω ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ Ki òàêèõ, ÷òî
1. Ω =

⋃
K∈Fh

K.

2. Ãðàíèöà êàæäîãî ∂Ki � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ.
3. (Ki\∂Ki)

⋂
(Kj\∂Kj) = ∅, òî åñòü ïîäìíîæåñòâà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî

ïî ãðàíèöàì.
Âûáåðåì êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íàçûâàåìîå òàêæå ïðîñòðàí-

ñòâîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Vh. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ïðîåêöèé Vh íà ýëå-
ìåíòû Ki:

PKi
= {vh|K : vh ∈ Vh}.

Òîãäà ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ÌÊÝ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
ÌÊÝ 2. Ïðîñòðàíñòâà PKi

ñîäåðæàò ìíîãî÷ëåíû, èëè ôóíêöèè "áëèçêèå"ê
ìíîãî÷ëåíàì.

×òîáû ïîÿñíèòü âàæíîñòü ýòîãî ñâîéñòâà, âñïîìíèì êàê ðåøàåòñÿ äèñêðåò-
íàÿ çàäà÷à. Ïóñòü {wk(x)}Nk=1 � áàçèñ â Vh. Òîãäà ðåøåíèå

uh(x) =
N∑
k=1

ukwk(x)

íàõîäèòñÿ èç äèñêðåòíîãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ

N∑
k=1

uk

∫
Ω

(
n∑
i=1

∂iwk(x)∂iwl(x) + a(x)wk(x)wl(x)

)
dx =

∫
Ω

f(x)wl(x) dx

äëÿ âñåõ l òàêèõ, ÷òî 1 ≤ l ≤ N . Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ëèíåéíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ôóíêöèé wk(x). Íàèáîëåå
ïðîñòî òàêîå âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ïîëèíîìîâ, êàê â àíàëèòè÷åñêîì, òàê
è â ÷èñëåííîì âàðèàíòàõ. Êðîìå òîãî, êàê ìû óâèäèì äàëåå, äëÿ ïîëèíîìè-
àëüíûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ïðîñòî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äèñêðåòíîãî
ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó.
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Òðåòüå ñâîéñòâî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ íà áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå Vh, èìåííî:

ÌÊÝ 3. Â Vh ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí áàçèñ èç ôóíêöèé ñ "ìèíè-
ìàëüíûìè"íîñèòåëÿìè, òî åñòü èç ôóíêöèé, íå ðàâíûõ íóëþ òîëüêî íà íåñêîëü-
êèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ.

Ýòî òðåáîâàíèå ïðèâîäèò ê ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû, ÷òî
ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò òðóäîåìêîñòü åå ðåøåíèÿ. Òàêîé áàçèñ ñóùåñòâóåò âñå-
ãäà, îäíàêî â ÌÊÝ 3 ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî òàêîé áàçèñ ìîæíî ëåãêî è ÿâíî
ïðåäúÿâèòü.

Ñðåäè ðàçíîîáðàçíûõ âàðèàíòîâ ÌÊÝ âûäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ ìåòî-
äîâ, àíàëèç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ïðîñò. Ýòî òàê íàçûâàåìûå êîíôîðìíûå ÌÊÝ.
Òàêèå ìåòîäû âûäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî â íèõ

• Vh � ïîäïðîñòðàíñòâî V ,

• áèëèíåéíàÿ è ëèíåéíàÿ ôîðìà â äèñêðåòíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å ñîâïà-
äàþò ñ èñõîäíûìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû ñòîëêíåìñÿ è ñ ñèòóàöèÿìè, êîãäà òàêèå ìåòîäû
íåïðèìåíèìû. Òàêîå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, êîãäà

1 Ãðàíèöà îáëàñòè Ω êðèâîëèíåéíà. Òîãäà åå òî÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ çàòðóä-
íåíà, èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèþ Ωh. Â ýòîì ñëó÷àå Vh íå ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì V .

2 Ôóíêöèè èç Vh èìåþò ðàçðûâû, òî åñòü âíîâü Vh íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì V .

3 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðì èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ (íàïðèìåð, ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå), ñëåäîâàòåëüíî îíè íå ñîâïàäàþò ñ èñõîäíûìè.

Àíàëèç íåêîíôîðìíûõ ÌÊÝ áîëåå ñëîæåí, è ìû ëèøü îáñóäèì â äàëüíåéøåì
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýòèõ ÌÊÝ.

8 Îäíîìåðíûé ÌÊÝ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ïðîñòîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà:

−(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(0) = u(1) = 0,

ãäå âñå ôóíêöèè p(x), q(x) è f(x) � ãëàäêèå, à äâå ïåðâûå � ïîëîæèòåëüíûå:
p(x) > 0, q(x) > 0. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìà äëÿ ýòîé çàäà÷è ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
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íàéòè u(x) òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé v(x) âûïîëíåíî

1∫
0

(u′(x)p(x)v′(x) + q(x)u(x)v(x)) dx =

1∫
0

f(x)v(x)dx. (30)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èìååò âèä: íàéòè u(x), ìèíèìèçèðóþ-
ùóþ ôóíêöèîíàë

1∫
0

(
p(x)u′2(x) + q(x)u2(x)− 2f(x)u(x)

)
dx. (31)

Èç ïîñòðîåííîé íàìè ðàíåå òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ (30) è (31) ñó-
ùåñòâóþò, ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè è ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.

Äàâàéòå ïîñòðîèì ïðîñòåéøèé ÌÊÝ äëÿ ýòîé çàäà÷è.
1. Òðèàíãóëÿöèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ åñòåñòâåííûì äåëåíèåì îòðåçêà
íà ÷àñòè:

x0 < x1 < . . . < xN .

2. Âûáîð ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé îñíîâàí, êàê ïðàâèëî, íà èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàí-
æà.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ ìû ìîæåì çàïèñàòü:

φj(x) =


x−xj−1

xj−xj−1
, ïðè xj−1 ≤ x < xj,

xj+1−x
xj+1−xj

, ïðè xj ≤ x < xj+1,

0, äëÿ âñåõ äðóãèõ x.

Ïî ïîñòðîåíèþ ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû è îòëè÷íû îò 0 òîëüêî íà äâóõ èí-
òåðâàëàõ êàæäàÿ.

8.1 Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû.

Äëÿ àíàëèçà ëàãðàíæåâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ), ðàññìîòðèì âíà÷àëå êâàä-
ðàòè÷íûé ñëó÷àé. Íà êàæäîì èíòåðâàëå Kj = [xj−1, xj] äëèíû hj = xj − xj−1

äîáàâèì ñðåäíþþ òî÷êó ñ ïîëóöåëûì èíäåêñîì xj−1/2 è ïîñòðîèì áàçèñ, ñîñòî-
ÿùèé èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

φj(x) =


1 + 3(

x−xj

hj
) + 2(

x−xj

hj
)2, ïðè xj−1 ≤ x < xj,

1− 3(
x−xj

hj+1
) + 2(

x−xj

hj+1
)2, ïðè xj ≤ x < xj+1,

0, äëÿ âñåõ äðóãèõ x,

φj−1/2(x) =

{
1− 4

(
x−xj−1/2

hj

)2

, ïðè xj−1 ≤ x < xj,

0, äëÿ âñåõ äðóãèõ x.
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Ðèñ. 1: Ëàãðàíæåâû êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè (ñëåâà � äëÿ ãðàíèöû x = 0, ñïðàâà
� äëÿ ñðåäíåé òî÷êè x = −0.5.) Óçëû xj−1 = −1, xj−1/2 = −0.5, xj = 0, xj+1 = 1.

Ïðèìåð òàêèõ ôóíêöèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Ýòîò áàçèñ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
ÌÊÝ 2 è ÌÊÝ 3, òàê êàê ïðîåêöèè íà èíòåðâàëû � ïîëèíîìû, à ïåðåêðûòèå
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ìàëî. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè, îáðàçóþùèå ýòîò áàçèñ, îáëà-
äàþò ñâîéñòâîì Ëàãðàíæà: îíè ðàâíû 1 â "ñâîèõ"óçëàõ, è 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ:

φj(xk) =

{
1, ïðè j = k
0, ïðè j 6= k

, j, k = 0, 1/2, 1, . . . N.

Ýëåìåíòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè
Ýëåìåíòíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèè ãëîáàëüíûõ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé φj íà ýëåìåíòû Ki. Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé,
ââåäåííûõ âûøå, íà êàæäîì ýëåìåíòå ïðèñóòñòâóþò òðè íåíóëåâûõ ôóíêöèè:

Nj−1,j(x) = 1− 3

(
x− xj−1

hj

)
+ 2

(
x− xj−1

hj

)2

,

Nj−1/2,j(x) = 1− 4

(
x− xj−1/2

hj

)2

,

Nj,j(x) = 1 + 3

(
x− xj
hj

)
+ 2

(
x− xj
hj

)2

.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ýòè ôóíêöèè äëÿ èíòåðâàëà [0,1] èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.
Â îáùåì ñëó÷àå, ýëåìåíòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè Nk,j íå ðàâíû íóëþ òîëüêî

íà ñâîåì ñîáñòâåííîì èíòåðâàëå, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òîëüêî åñëè óçåë k ïðè-
íàäëåæèò ýëåìåíòó Kj. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ìàëîå íåíóëåâîå ïåðåêðûòèå ìåæäó
òàêèìè ôóíêöèÿìè.
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Ðèñ. 2: Ëàãðàíæåâû êâàäðàòè÷íûå ýëå-
ìåíòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè íà [0,1].

8.2 Êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íà ïðîèçâîëüíîì ýëåìåíòå ýëåìåíòíûå áàçèñíûå ôóíê-
öèè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì, ïîäîáíûì ïðèìåíåííîìó äëÿ êâàäðàòè÷-
íûõ ôóíêöèé. Òåõíè÷åñêè, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì îïðåäåëÿòü òà-
êèå ôóíêöèè íà îäíîì è òîì æå, òàê íàçûâàåìîì êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå, è
çàòåì ïåðåñ÷èòûâàòü ýòè ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñ ïîìîùüþ ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà p ââåäåì êàíîíè÷åñêèé ýëå-
ìåíò −1 ≤ ξ ≤ 1. Êîîðäèíàòà ïðîèçâîëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ýëåìåíòà x ñâÿçàíà ñ
êîîðäèíàòîé íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

x(ξ) =
1− ξ

2
xj−1 +

1 + ξ

2
xj ∈ Kj.

Ââåäåì íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå p+ 1 óçåë è ïðîíóìåðóåì èõ òàê, ÷òîáû

−1 = ξ0 < ξ1 < . . . < ξp−1 < ξp = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì óçëû íà ôèçè÷åñêîì ýëåìåíòå Kj çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì

xj−1+i/p =
1− ξi

2
xj−1 +

1 + ξi
2

xj, i = 0, 1, . . . p.

Îïðåäåëèì Ëàãðàíæåâû èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Nk,c, èìåþùèå ñòåïåíü
p è îòâå÷àþùèå k-ìó óçëó:

Nk,c(ξ) =

p∏
i=0,i 6=k

ξ − ξi
ξk − ξi

.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ íèõ âûïîëíåíî

Nk,c(ξi) = δki, degNk,c(ξ) = p.
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Ìû ìîæåì ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåðû òàêèõ ïîëèíîìîâ:
1. Ëèíåéíûõ ôóíêöèé, p = 1, ñóùåñòâóåò äâå:

N0,c(ξ) =
1− ξ

2
, N1,c(ξ) =

1 + ξ

2
.

2. Â êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå, p = 2, ïðèñóòñòâóþò òðè ôóíêöèè. Ñàìè ýòè ôóíê-
öèè çàâèñÿò îò âûáîðà ξ1. Ïðè ξ1 = 0 îíè ðàâíû:

N0,c(ξ) =
ξ(ξ − 1)

2
, N1,c(ξ) = 1− ξ2, N2,c(ξ) =

ξ(ξ + 1)

2
.

8.3 Èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ.

Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ Ëàãðàíæåâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, âñå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìàìè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè. Åñëè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ìû çàõîòèì
óâåëè÷èòü ñòåïåíü èñïîëüçóåìûõ ïîëèíîìîâ, íàì ïðèäåòñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü âñå
ôóíêöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû.

Èäåÿ èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî áàçèñ ñòðîèòñÿ ðåêóððåíò-
íûì îáðàçîì: áàçèñ ïîðÿäêà p+ 1 ïîëó÷àåòñÿ èç áàçèñà ïîðÿäêà p äîáàâëåíèåì
îäíîé íîâîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåííûå ðàíåå ôóíêöèè è èõ ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû íå ïðîïàäàþò è ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü íåîáõîäèìóþ âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ ðàáîòó.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð êâàäðàòè÷íîãî èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà íà ýëåìåíòå Kj.
Îí ñòðîèòñÿ äîáàâëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ê ëèíåéíîìó áàçèñó:

U2(x) = U1(x) + cj−1/2N
2
j−1/2,j(x), (32)

ãäå U1(x) � ëèíåéíûé áàçèñ:

U1(x) = cj−1N
1
j−1,j(x) + cjN

1
j,j(x),

N1
j−1,j(x) =

{ xj−x
hj

, äëÿ x ∈ Kj

0, äëÿ äðóãèõ x
,

N1
j,j(x) =

{ x−xj−1

hj
, äëÿ x ∈ Kj

0, äëÿ äðóãèõ x
.

Óñëîâèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íîé äîáàâêè N2
j−1/2,j(x) íå îïðåäåëÿþò å¸ îäíîçíà÷-

íî. Ìû äîëæíû ëèøü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòî áûëà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà
ýëåìåíòå, íåïðåðûâíàÿ âåçäå â îáëàñòè è íóëåâàÿ âíå ýëåìåíòà Kj. Â êà÷åñòâå
òàêîé ôóíêöèè ìû ìîæåì, íàïðèìåð, âçÿòü

N2
j−1/2,j(x) =

{
1− 4

(
x−xj−1/2

hj

)2

, äëÿ x ∈ Kj

0, äëÿ äðóãèõ x
. (33)
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Ðèñ. 3: Èåðàðõè÷åñêèå êâàäðàòè÷íûå
áàçèñíûå ôóíêöèè íà [0,1].

Êâàäðàòè÷íûé èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (32), ìû ìîæåì ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðó-

þùåé ôóíêöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:

cj−1 = U2(xj−1), cj = U2(xj),

U2(xj−1/2) =
cj−1 + cj

2
+ cj−1/2.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (33), ìîæíî âû÷èñëèòü êî-
ýôôèöèåíò

cj−1/2 = −
h2
j

8
(U2)′′(xj−1/2).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè (à íå ñàìîé
ôóíêöèè) â íåêîòîðîé òî÷êå. Òàêîå íàáëþäåíèå ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùèì
îïðåäåëåíèÿì:

Îïðåäåëåíèå. Ëàãðàíæåâ êîíå÷íûé ýëåìåíò � êîíå÷íûé ýëåìåíò, âñå
ñòåïåíè ñâîáîäû (ò.å. êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî áàçèñó) êîòîðîãî
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ â óçëàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ýðìèòîâ êîíå÷íûé ýëåìåíò � êîíå÷íûé ýëåìåíò, ó êî-
òîðîãî õîòÿ áû îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíûõ ðå-
øåíèÿ â óçëàõ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýëåìåíòû, íå ñâÿçûâàþùèå
ñòåïåíè ñâîáîäû ñ óçëàìè. Êàê ïðàâèëî, òàêèå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-
ìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, è ðàññìîòðåíèå ðåøåíèÿ â íåóçëîâûõ òî÷êàõ ïîçâîëÿåò
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âûñîêèå ïðîèçâîäíûå.

Èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ ïîðÿäêà p òàêæå óäîáíåå ñòðîèòü íà êàíîíè÷åñêîì
ýëåìåíòå. Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ïî òàêîìó áàçèñó âûãëÿäèò
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Ðèñ. 4: Èåðàðõè÷åñêèå áàçèñíûå ôóíêöèè ïî-
ðÿäêà 2, 3, 4, 6 íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå.

êàê

U(ξ) = c−1N
1
−1(ξ) + c1N

1
1 (ξ) +

p∑
i=2

ciN
i(ξ).

Ëèíåéíûå ôóíêöèè N1
−1(ξ) è N1

1 (ξ) îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

N1
−1(ξ) =

1− ξ
2

, N1
1 (ξ) =

1 + ξ

2
.

Ïîëèíîìû N i(ξ) ïîðÿäêà i îïðåäåëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿìè ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà
(degN i(ξ) = i) è ðàâåíñòâó íóëþ íà êîíöàõ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Ïðèìåð
òàêèõ ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.

9 Ïðèìåð îäíîìåðíîãî ÌÊÝ äëÿ êðàåâîé çàäà-

÷è.

Ðàññìîòðèì èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ ïîðÿäêà p íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå. Ýëå-
ìåíòíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå [−1, 1] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

U(ξ) = c−1N
1
−1(ξ) + c1N

1
1 (ξ) +

p∑
i=2

ciN
i(ξ). (34)

Çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé íà êîíöàõ èíòåðâàëà ±1 ðàâíû:

N1
−1(−1) = 1, N1

−1(1) = 0,

N1
1 (−1) = 0, N1

1 (1) = 1,

N i(−1) = 0, N i(1) = 0, i = 2...p.
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Áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïåðåñ÷èòàíû ñ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà íà ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò [xj−1, xj] ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

x(ξ) =
1− ξ

2
xj−1 +

1 + ξ

2
xj. (35)

Âûáåðåì êâàäðàòè÷íûé èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ:

N1
−1(ξ) =

1− ξ
2

, N2(ξ) =
3

2
√

6
(ξ2 − 1), N1

1 (ξ) =
1 + ξ

2
. (36)

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ N2(ξ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì.

Ïðèìåð 1. Áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

−pu′′(x) + qu(x) = f(x), p > 0, q > 0, (37)

0 ≤ x ≤ 1, u(0) = u(1) = 0.

Ôóíêöèè p(x) è q(x) çäåñü âûáðàíû êîíñòàíòàìè, ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ âû÷èñëå-
íèé è íåîáõîäèìîñòè ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà èäåÿõ ìåòîäà, à íå íà òåõíè÷åñêèõ
äåòàëÿõ. Êàê ìû óæå íåîäíîêðàòíî ïîñòóïàëè, ïåðåéäåì îò êðàåâîé çàäà÷è
(37) ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å: íàéòè ôóíêöèþ u(x) òàêóþ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè v(x) âûïîëíåíî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (A(u,v)=(f,v)):

1∫
0

(u′(x)pv′(x) + u(x)qv(x)) dx =

1∫
0

f(x)v(x) dx. (38)

Çàìåíÿÿ èíòåãðàë ïî èíòåðâàëó [0, 1] ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî èíòåðâàëàì [xj−1, xj]
è ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ôóíêöèé u(x), v(x) ýëåìåíòíûå ôóíêöèè (34), ïåðåñ÷è-
òàííûå èç êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (35), ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

N∑
j=1

[
ASj (U, V ) + AMj (U, V )− (f, V )j

]
= 0 ∀V. (39)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè èñïîëüçîâàíû íåñêîëüêî íîâûõ îáîçíà÷åíèé: âíóòðåí-
íÿÿ ýíåðãèÿ ASj

ASj (U, V ) =

xj∫
xj−1

pU ′(x)V ′(x) dx =
2p

hj

1∫
−1

dU(ξ)

dξ

dV (ξ)

dξ
dξ;

èíåðöèàëüíàÿ è "âíåøíÿÿ"ýíåðãèè AMj :

AMj (U, V ) =

xj∫
xj−1

qU(x)V (x) dx =
qhj
2

1∫
−1

U(ξ)V (ξ) dξ;
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à òàêæå âåêòîð íàãðóçêè:

(f, V )j =

xj∫
xj−1

f(x)V (x) dx =
hj
2

1∫
−1

f(x(ξ))V (ξ) dξ.

Ôóíêöèè U(ξ) è V (ξ) ìîãóò áûòü äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíû
êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

U(ξ) =
[
cj−1, cj−1/2, cj

]  N1
−1

N2

N1
1

 =
[
N1
−1, N

2, N1
1

]  cj−1

cj−1/2

cj

 ,
V (ξ) =

[
dj−1, dj−1/2, dj

]  N1
−1

N2

N1
1

 =
[
N1
−1, N

2, N1
1

]  dj−1

dj−1/2

dj

 ,
Èñïîëüçóÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè â áîëåå óäîáíîì âèäå:

ASj (U, V ) =
[
cj−1, cj−1/2, cj

]
Kj

 dj−1

dj−1/2

dj

 ,
ãäå ìàòðèöà Kj îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè è ìîæåò áûòü ëåãêî âû-
÷èñëåíà:

Kj =
2p

hj

1∫
−1

d

dξ

 N1
−1

N2

N1
1

 d

dξ

[
N1
−1, N

2, N1
1

]
dξ =

=
2p

hj

1∫
−1

 −1/2

ξ
√

3/2
1/2

[−1/2, ξ
√

3/2, 1/2
]
dξ =

=
2p

hj

1∫
−1

 1/4 −ξ
√

3/8 −1/4

−ξ
√

3/8 3ξ2/2 ξ
√

3/8

−1/4 ξ
√

3/8 1/4

 dξ =

=
p

hj

 1 0 −1
0 2 0
−1 0 1

 .
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýíåðãèè

AMj :

AMj (U, V ) =
[
cj−1, cj−1/2, cj

]
Mj

 dj−1

dj−1/2

dj

 ,
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ãäå ìàòðèöà Mj âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Mj =
qhj
2

1∫
−1

 N1
−1

N2

N1
1

 [N1
−1, N

2, N1
1

]
dξ =

qhj
6

 2 −
√

3/2 1

−
√

3/2 6/5 −
√

3/2

1 −
√

3/2 2

 .
Âåêòîð íàãðóçêè òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ:
(f, V )j = lj

[
dj−1, dj−1/2, dj

]>
,

ãäå

lj =
hj
2

1∫
−1

f(x(ξ))
[
N1
−1, N

2, N1
1

]
dξ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìû èñïîëüçóåì ëèíåéíóþ
àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè f(x):

f(x) ≈ N1
−1(ξ)fj−1 +N1

1 (ξ)fj = [fj−1, fj]

[
N1
−1

N1
1

]
, ãäå fj = f(xj).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè çàâèñèò
îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è äîëæåí áûòü âûøå äëÿ áîëåå
âûñîêèõ çíà÷åíèé ñòåïåíè p. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåêòîðà lj ïîëó÷àåì:

lj =
hj
2

1∫
−1

[fj−1, fj]

[
N1
−1

N1
1

] [
N1
−1, N

2, N1
1

]
dξ =

hj
6

 2fj−1 + fj
−
√

3/2(fj−1 + fj)
fj−1 + 2fj

> .
Ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö ýíåðãèè Kj, Mj è âåêòîðà íàãðóçêè lj

íà ýëåìåíòå j. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãëîáàëüíûå ìàòðèöû, ìû äîëæíû
ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çàäà÷å (37). Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïðîñòî òðåáóåì
îáðàùåíèÿ â íóëü êîýôôèöèåíòîâ ïðè ôóíêöèÿõ, íå ðàâíûõ íóëþ íà êîíöàõ
èíòåðâàëà:

c0 = cN = d0 = dN = 0.

Ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè ðàâíû íóëþ ïðè x = 0 è x = 1 ïî ïîñòðîå-
íèþ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (37) óäîâëåòâîðåíû.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìàòðèö, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
èíòåðâàëû ðàâíû: hj ≡ h. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðà ãëîáàëüíîé
ìàòðèöû çàâèñèò îò óïîðÿäî÷åíèÿ. Åñëè ìû ìåíÿåì ïîðÿäîê íóìåðàöèè ýëå-
ìåíòíûõ ôóíêöèé, ìàòðèöà òîæå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Ó íàñ âûáðàíà ñëåäóþùàÿ
íóìåðàöèÿ:

c = [c1/2, c1, c3/2, ...cN−1, cN−1/2]. (40)

Êîýôôèöèåíòû c0 è cN îòñóòñòâóþò â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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Ãëîáàëüíûå ìàòðèöû îáðàçóþòñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ýëåìåíòíûõ ìàòðèö äëÿ
òðîåê êîýôôèöèåíòîâ [cj, cj+1/2, cj+1]. Îíè ïåðåêðûâàþòñÿ ïî ýëåìåíòàì ñ öåëû-
ìè èíäåêñàìè:

K =
p

h


2 0 0
0 1 + 1 0 −1
0 0 2 0
−1 0 1 + 1 0 −1

0 0 2 0
−1 0 1 + 1

 ,

M =
qh

6



6/5 −
√

3/2 0

−
√

3
2 2 + 2 −

√
3/2 1

0 −
√

3/2 6/5 −
√

3
2

1 −
√

3/2 4 −
√

3
2 1

−
√

3
2 6/5 −

√
3
2


,

l =
h

6


−
√

3/2(f0 + f1)
f0 + 4f1 + f2

−
√

3/2(f1 + f2)
f1 + 4f2 + f3


>

.

Òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàìè áûë âûáðàí èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ, ìû ìîæåì
ëåãêî ïîëó÷èòü è ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ (p = 1) èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ëèøü èñêëþ÷èòü èç ìàòðèö ñòðîêè è ñòîëáöû, îòâå÷àþ-
ùèå êîýôôèöèåíòàì ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè:

K =
p

h

 2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1

 , M =
qh

6

 4 1
1 4 1

1 4 1

 ,
l =

h

6

[
f0 + 4f1 + f2

f1 + 4f2 + f3

]>
.

Îêîí÷àòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó (38) â âèäå:

c(K + M)d> = l d>.

Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî d, äîñòàòî÷íî ðå-
øèòü ëèíåéíóþ çàäà÷ó:

(K + M)c> = l>.

Ìàòðèöà K+M îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàþò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû:

ñèììåòðè÷íîñòü,
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Ðèñ. 5: Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ìàêñèìàëüíûå ïîãðåøíîñòè.

ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü,
ëåíòî÷íîñòü, øèðèíà ëåíòû 2p+ 1.

×èñëåííûé ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð ðå-
àëèçàöèè ÌÊÝ. Âûáåðåì îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ p è q â
(37):

−u′′(x) + u(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1, u(0) = u(1) = 0.

Åãî òî÷íîå ðåøåíèå ëåãêî ñîñ÷èòàòü:

u(x) = x− sinhx

sinh 1
.

Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ
e(x) = u(x)− U(x)

óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü íàáîðîì åå ðàçëè÷íûõ íîðì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñëåäóþùèå íîðìû:

|e|∞ = max
0≤j≤N

|e(xj)|, |e′|∞ = max
0≤j≤N

|e′(xj)|,

||e||0 =

(∫ 1

0

e2(x) dx

)1/2

, ||e||A =
√
A(e, e) =

(∫ 1

0

[
p(e′)2 + qe2

]
dx

)1/2

,

10 Îøèáêè àïïðîêñèìàöèè.

Êàê ìû âèäåëè â ÷èñëåííîì ïðèìåðå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ïîãðåøíîñòü
ÌÊÝ ðåøåíèÿ âåäåò ñåáÿ ðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Äëÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè,
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Ðèñ. 6: Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ñðåäíèå ïîãðåøíîñòè.

Ðèñ. 7: Òî÷íîå ðåøåíèå è ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, 8 ýëåìåíòîâ.
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Ðèñ. 8: Ëèíåéíàÿ è êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèè, ñðåäíèå ïîãðåøíîñòè.

ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà h2, à ïîãðåøíîñòü ïðîèçâîäíîé ïðîïîð-
öèîíàëüíà h. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè, ïîãðåøíîñòè è äëÿ ðåøåíèÿ,
è äëÿ ïðîèçâîäíîé íà îäèí ïîðÿäîê ïî h ëó÷øå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì
ýòè ýìïèðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, à òàêæå ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

Ìû íà÷íåì ñ àíàëèçà ïîãðåøíîñòè íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå:

U(ξ) =

p∑
k=0

ckNk(ξ).

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è åäèíñòâåííî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
ëþáîé áàçèñ äëÿ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü Ëàãðàíæåâ áàçèñ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì äëÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(ξ) ∈ Cp+1[−1, 1], òîãäà äëÿ ëþáîé ξ ∈ [−1, 1] ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ζ(ξ) ∈ (−1, 1) ÷òî

e(ξ) =
u(p+1)(ζ)

(p+ 1)!

p∏
i=0

(ξ − ξi).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, â [5]. Äîïîëíè-
òåëüíî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ζ(ξ) ãëàäêî çàâèñèò îò ξ.

10.1 Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòåéøèé ïðèìåð ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ξ0 = −1, ξ1 = 1, è îøèáêà ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé êàê

e(ξ) =
u′′(ζ(ξ))

2
(ξ + 1)(ξ − 1).
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Ìû ìîæåì îöåíèòü åå ñâåðõó êàê

|e(ξ)| ≤ 1

2
max
−1≤ξ≤1

|u′′ξ)| max
−1≤ξ≤1

|ξ2 − 1| ≤ 1

2
max
−1≤ξ≤1

|u′′ξ)|.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
||f ||∞,j := max

x∈[xj−1,xj ]
|f(x)|

è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
d2u(ξ)

dξ2
=
h2
j

4

d2u(ξ)

dx2
,

íàõîäèì îöåíêó äëÿ îøèáêè íà èíòåðâàëå

||e||∞,j ≤
h2
j

8
||u′′||∞,j.

Ïåðåõîäÿ ê ïîãðåøíîñòÿì íà âñåé îáëàñòè ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è,

||e||∞ = max
1≤j≤N

||e||∞,j = max
[x0,xN ]

|e(x)|,

h = max
1≤j≤N

hj,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

||e||∞ ≤
h2

8
||u′′||∞. (41)

Îöåíêè â ñðåäíåì.
Íàéäåì òåïåðü îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè â ñðåäíåì, òî åñòü îöåíêà â ïðîñòðàí-
ñòâå L2. Âû÷èñëèì âíà÷àëå èíòåãðàë îò êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè äëÿ êàæäîãî
ôèçè÷åñêîãî ýëåìåíòà:∫ xj

xj−1

e2(x) dx =
hj
2

∫ 1

−1

[
u′′(ζ(ξ))

2
(ξ2 − 1)

]2

dξ.

Åãî ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê

||e||20,j ≡
∫ xj

xj−1

e2(x) dx ≤ hj
8

∫ 1

−1

[u′′(ζ(ξ))]
2
dξ.

Ôóíêöèÿ ζ(ξ) ∈ (−1, 1) è ìîíîòîííà, ïîýòîìó

||e||20,j ≤
hj
8

∫ ζ(1)

ζ(−1)

[u′′(ζ(ξ))]
2 dζ(ξ)

|ζ ′(ξ)|
≤

≤ hj
8

1∫
−1

[u′′(ζ(ξ))]
2 dζ(ξ)

|ζ ′(ξ)|
≤ C2hj

8

1∫
−1

[u′′(ζ)]
2
dζ.
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Ïåðåõîäÿ îò êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà îáðàòíî ê ôèçè÷åñêîìó, ïîëó÷èì

||e||20,j ≤ C2
h4
j

64

xj∫
xj−1

[u′′(x)]
2
dx = C2

h4
j

64
||u′′||20,j.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì è èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò:

||e|| ≤ C̃h2||u′′||. (42)

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó è â ïðîñòðàíñòâå H1, ò.å.
îöåíêó, âêëþ÷àþùóþ ïðîèçâîäíûå:

||e||1 ≤ Ch||u′′||0.

10.2 Èíòåðïîëÿöèÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè p.

Âîïðîñ îá îøèáêå àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè p òåõíè÷åñêè áîëåå ñëî-
æåí. Ìû ïðèâåäåì çäåñü îñíîâíóþ òåîðåìó î òàêîé àïïðîêñèìàöèè:
Òåîðåìà 2. Ôèêñèðóåì òðèàíãóëÿöèþ èíòåðâàëà [a = x0 < x1 < x2... < xN = b].
Ïóñòü U(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå p íà êàæäîì ýëåìåíòå [xj−1, xj] è
U(x) ∈ H1[a, b]. Ïóñòü U(x) òàê èíòåðïîëèðóåò u(x) ∈ Hp+1[a, b], ÷òî èíòåð-
ïîëÿöèÿ òî÷íà åñëè u(x) � ëþáîé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå p. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ Cp, ÷òî

||u− U ||0 ≤ Cph
p+1||u(p+1)||0

è
||u− U ||1 ≤ Cph

p||u(p+1)||0,
ãäå h = maxj(hj).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â äåòàëÿõ ìû îáñóæäàòü çäåñü íå áóäåì.
Èäåÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îöåíêè Òåîðåìû 1:

|e(ξ)| ≤ max
ζ∈[a,b]

[
|u(p+1)(ζ)|
(p+ 1)!

∣∣∣∣∣
p∏
i=0

(ξ − ξi)

∣∣∣∣∣
]
≤ ||u

(p+1)||∞
(p+ 1)!

∣∣∣∣∣
p∏
i=0

(ξ − ξi)

∣∣∣∣∣ .
Òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â àêêóðàòíîé îöåíêå ïðîèçâåäåíèÿ

p∏
i=0

(ξ − ξi).

Äëÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ íà [ξk−1, ξk] ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî [5]:

|
p∏
i=0

(ξ − ξi)| ≤ (p− k + 1)!k!hp+1.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó ñëó÷àþ. �
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11 Îñíîâíûå ýòàïû èñïîëüçîâàíèÿ ÌÊÝ â ìíî-

ãîìåðíîì ñëó÷àå.

Òàê æå êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì âûäåëèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ýòà-
ïîâ ïîñòðîåíèÿ ÌÊÝ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, õîòÿ èõ îòíîñèòåëüíàÿ âàæíîñòü
è ñëîæíîñòü íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ñîâïàäàòü ñ îäíîìåðíûì ÌÊÝ. Ïåðå÷èñëèì
ýòè ýòàïû:

1. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â îáëàñòè Ω.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü ñôîðìóëèðîâàíî êàê âàðèàöèîííîå óðàâíå-
íèå:

A(v, u) = (v, f)+ < v, β > ∀v ∈ H. (43)

Â îòëè÷èè îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â íåì ÿâíî ïðèñóòñòâóþò ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ â âèäå ôóíêöèè β. Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ìíîãîìåðíîì ÌÊÝ çàìåòíî
ñëîæíåå, ÷åì â îäíîìåðíîì, â îñíîâíîì èç-çà ýòàïà òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè.

2. Òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè.
Òðèàíãóëÿöèÿ (ðàçäåëåíèå îáëàñòè Ω íà ýëåìåíòû) â îäíîìåðíîì ÌÊÝ òðèâè-
àëüíî: ëþáîé èíòåðâàë ìîæíî òî÷íî ðàçäåëèòü íà ëþáîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó. Áîëåå òîãî, ÷àñòî ýòà çàäà÷à íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ
� íàïðèìåð, åñëè ìû ïûòàåìñÿ ðàçäåëèòü îáëàñòü ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé ∂Ω
íà òðåóãîëüíèêè èëè ïðÿìîóãîëüíèêè. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ
ñ íîâûì òèïîì îøèáîê � îøèáêàìè òðèàíãóëÿöèè.

3. Ãåíåðàöèÿ ýëåìåíòíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè è âåêòîðîâ íàãðóçêè.
Òàê æå êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû çàìåíÿåì èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω â (43)
íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ýëåìåíòàì:

N∑
i=1

[Ai(V, U)− (V, f)i− < V, β >i] = 0 ∀V. (44)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â èíòåãðàëàõ ïî ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèå
âåäåòñÿ íå ïî òî÷íîé ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω, à ïî åå àïïðîêñèìàöèè ∂Ω̃. Êàê ìû
óæå îòìå÷àëè, îíè íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò.

4. Ñáîðêà ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè.
Òàê æå êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû äîëæíû ïðîíóìåðîâàòü âñå èñïîëüçóå-
ìûå áàçèñíûå ôóíêöèè è ñîñòàâèòü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð
íàãðóçêè èç èíòåãðàëîâ ïî ýëåìåíòàì â (44). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû èìå-
ëè åñòåñòâåííîå è ýôôåêòèâíîå óïîðÿäî÷åíèå � ïî âîçðàñòàíèþ êîîðäèíàòû. Â
ìíîãîìåðíîì ÌÊÝ òàêîå óïîðÿäî÷åíèå îòñóòñòâóåò, è ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
ñòðàòåãèè íóìåðàöèé ãëîáàëüíûõ ôóíêöèé.

5. Ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ïîñëåäíèé ýòàï � ýòàï ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû � ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
îäíîìåðíîãî ÌÊÝ. Ïîñêîëüêó âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

d> [(K + M)c− l] = 0
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Ðèñ. 9: Îáëàñòè, ãäå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ âåðøèíîé, ðåáðîì è ýëåìåíòîì, íå
ðàâíû 0.

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ d, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé:

(K + M)c = l,

ãäå K, M � ìàòðèöû ýíåðãèè, à l � âåêòîð íàãðóçêè.
Òàê æå êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû íà÷íåì àíàëèç ìíîãîìåðíîãî ÌÊÝ

ñ ïîñòðîåíèÿ ãëîáàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â îò-
ëè÷èè îò îäíîìåðíîãî ÌÊÝ, ñåé÷àñ áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ
ðàçíûìè òèïàìè îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 áàçèñíûå
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ âåðøèíàìè, ðåáðàìè è ãðàíÿìè. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ýëåìåíòíûå ôóíêöèè φj, ñâÿçàííûå ñ îáúåêòîì j, íå ðàâíû íóëþ òîëüêî íà
ýëåìåíòàõ, ñîäåðæàùèõ îáúåêò j.

12 Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû â òðåóãîëüíèêå.

Ìû íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé,
êîòîðûé, îäíàêî, ñîäåðæèò âñå õàðàêòåðíûå òðóäíîñòè ìíîãîìåðíîãî ÌÊÝ.

Ïîñòðîèì âíà÷àëå ëèíåéíûå Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 1, 2, 3, èìåþùèìè êîîðäèíàòû (xj, yj), j = 1, 2, 3.
Èñêîìûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè è óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

Nj(xk, yk) = δjk, j, k = 1, 2, 3. (45)

Òàê êàê ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå

Nj(x, y) = a+ bx+ cy, x, y ∈ Ωe,
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Ðèñ. 10: Òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ñ âåðøèíàìè 1, 2, 3.

ìû äîëæíû ëèøü íàéòè êîýôôèöèåíòû a, b è c. Óñëîâèå (45) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå:  1 xj yj

1 xk yk
1 xl yl

 a
b
c

 =

 1
0
0

 , k 6= l 6= j.

Ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Êðàìåðà:

Nj(x, y) =
Dkl(x, y)

Cjkl
, k 6= l 6= j,

ãäå

Dkl = det

 1 x y
1 xk yk
1 xl yl

 , Cjkl = det

 1 xj yj
1 xk yk
1 xl yl

 .
Ñóæåíèå U(x, y) íà ýëåìåíò e (x, y ∈ Ωe) ðàâíî

U(x, y) = c1N1(x, y) + c2N2(x, y) + c3N3(x, y).

Óñëîâèå (45) îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû cj:

cj = U(xj, yj), j = 1, 2, 3.

12.1 Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû ïîðÿäêà p.

Îïðåäåëèì np ôóíêöèé Nj(x, y):

j = 1, 2...np =
(p+ 1)(p+ 2)

2
,
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Ðèñ. 11: Ýëåìåíòíàÿ ôóíêöèÿ N1 è áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ φ1.

ñëåäóþùèì îáðàçîì

Nj(x, y) =

np∑
i=1

aiqi(x, y) = a>q(x, y).

Âåêòîð q(x, y) ñîñòàâëåí èç ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàþùèõñÿ ñòåïåíåé ïåðå-
ìåííûõ x, y:

q>(x, y) = [1, x, y, x2, xy, y2, ..., yp].

Íàïðèìåð, äëÿ p = 2, n2 = 6 è

q>(x, y) = [1, x, y, x2, xy, y2].

Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü â ñóììó âñå np
÷ëåíîâ, òàê êàê òîëüêî èõ ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãàðàíòèðóåò èçîòðîïèþ
ôóíêöèè, ò.å. ñîõðàíåíèå ñòåïåíè ïîëèíîìà ïðè ñäâèãàõ è âðàùåíèÿõ.

Äëÿ óäîáñòâà íóìåðàöèè è êîíñòðóèðîâàíèÿ ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé, ââåäåì
íóìåðàöèþ óçëîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ êàê

Nj = a1 + a2x+ a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2.

Îíà äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì Ëàãðàíæåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ:

Nj(xk, yk) = δjk, j, k = 1, 2, ..., 6.

Çíà÷åíèå ôóíêöèÿ íà ðåáðå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ, ëåæà-
ùèõ íà ýòîì æå ðåáðå, ÷òî ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ.
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Ðèñ. 12: Ðàñïîëîæåíèå óçëîâ äëÿ êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèé.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai ñ ïîìîùüþ òîãî
æå ïîäõîäà, ÷òî è äëÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ. Õîòÿ èäåéíî ýòîò ïîäõîä ïðîñò, åãî
òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíà. Âìåñòî òàêîãî ïîäõîäà, îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé, ê îáñóæ-
äåíèþ êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ è ïåðåéäåì.

12.1.1 Êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò

Èñïîëüçóÿ òó æå èäåþ, ÷òî è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû ââåäåì â äîïîëíåíèå
ê ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè ñ ôèçè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (x, y) � âû÷èñëèòåëü-
íóþ ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η). Ìû ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå � êîîðäèíàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå � ñâÿçûâàþùåå êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò íà ïëîñêîñòè (ξ, η)
è ïðîèçâîëüíûé ôèçè÷åñêèé ýëåìåíò. Â ðåçóëüòàòå, íàì áóäåò äîñòàòî÷íî êîí-
ñòðóèðîâàòü ýëåìåíòíûå ôóíêöèè òîëüêî íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå, à çàòåì
ïåðåñ÷èòûâàòü èõ íà ôèçè÷åñêèå ýëåìåíòû ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé.

Ïîñòðîèì óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
íà êàíîíè÷åñêèé, ñì. ðèñ. 13. Óðàâíåíèå ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû (1) è
(3), çàïèñûâàåòñÿ êàê N2(x, y) = 0. Ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ N2(x, y) = 0 è ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó (2), çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì N2(x, y) = 1. Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîé ëèíèè N2(x, y) = 0 â ëèíèþ ξ = 0 çàäàåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

ξ = N2(x, y).

Àíàëîãè÷íî, îòîáðàæåíèå ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû (1), (2) çàïèñûâàåòñÿ
êàê

η = N3(x, y).
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Ðèñ. 13: Îòîáðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà íà êàíîíè÷åñêèé
ýëåìåíò.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Ni(x, y), ìîæåì çàïèñàòü

ξ =

det

 1 x y
1 x1 y1

1 x3 y3


det

 1 x2 y2

1 x1 y1

1 x3 y3

 , η =

det

 1 x y
1 x1 y1

1 x2 y2


det

 1 x3 y3

1 x1 y1

1 x2 y2

 . (46)

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (46) ìû ìîæåì ïåðåñ÷è-
òûâàòü ýëåìåíòíûå ôóíêöèè èç âû÷èñëèòåëüíûõ â ôèçè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

12.1.2 Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò âî ââåäåíèè íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå
ýòèõ íîâûõ êîîðäèíàò ìû âîçüìåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé {N1, N2, N3}. Òàêèå êîîð-
äèíàòû íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè (òðåóãîëüíûìè), ñì. ðèñ. 14. Íåîáõî-
äèìî îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ýòà êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà èçáûòî÷íà � îíà ñîäåðæèò
3 êîîðäèíàòû âìåñòî äâóõ, íåîáõîäèìûõ íà ïëîñêîñòè.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ áàðèöåíòðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò:

ζ1 = N1(x, y), ζ2 = N2(x, y), ζ3 = N3(x, y). (47)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, èç áàðèöåíòðè÷åñêèõ â ôèçè÷åñêèå,
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì  x

y
1

 =

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

 ζ1

ζ2

ζ3

 . (48)
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Ðèñ. 14: Áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà â ýòîì ìàòðè÷íîì ñîîòíîøåíèè îòðàæàåò èçáûòî÷íîñòü êî-
îðäèíàò. Ñîîòíîøåíèå (48) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñðàâíåíèåì çíà÷åíèé åãî ïðàâîé
è ëåâîé ÷àñòåé â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà

âåðøèíà (1): (ζ1, ζ2, ζ3) = (1, 0, 0),

âåðøèíà (2): (ζ1, ζ2, ζ3) = (0, 1, 0),

âåðøèíà (3): (ζ1, ζ2, ζ3) = (0, 0, 1),

è èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ.
Äðóãîå ðàñïðîñòðàíåííîå îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïîçâî-

ëÿåò ïðèäàòü èì ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:

ζ1 =
AP23

A123

, ζ2 =
AP31

A123

, ζ3 =
AP12

A123

,

ãäå Aijk � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè.
Ïðèìåð Ëàãðàíæåâûõ ýëåìåíòîâ äëÿ p = 3. Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû

â áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñòðîÿòñÿ î÷åíü ïðîñòî: ìû ñòðîèì ïðîèçâå-
äåíèÿ ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òå âåðøèíû, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ýëåìåíòíîé
ôóíêöèè äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ëèíèé ðàâíî ñòåïåíè ýëå-
ìåíòíîé ôóíêöèè. Íóæíî òàêæå íå çàáûòü íîðìèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â
åäèíñòâåííîé òî÷êå ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì íà åäèíèöó. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ ôóíêöèé òðåòüåãî ïîðÿäêà:

N3
1 (x, y) =

9

2
ζ1(ζ1 − 1/3)(ζ1 − 2/3) =

9

2
N1

1 (N1
1 − 1/3)(N1

1 − 2/3),
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Ðèñ. 15: Êàíîíè÷åñêèé êâàäðàò äëÿ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ.

N3
4 (x, y) =

27

2
ζ1ζ2(ζ1 − 1/3) =

27

2
N1

1N
1
2 (N1

1 − 1/3),

N3
10(x, y) = 27ζ1ζ2ζ3 = 27N1

1N
1
2N

1
3 .

13 Ëàãðàíæåâû ýëåìåíòû â ïðÿìîóãîëüíèêå.

Òðåóãîëüíèê èìååò ìèíèìóì ðåáåð (ãðàíåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), òàê
÷òî îí îïòèìàëåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî,
â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå
ôèãóðû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè. Â êà÷åñòâå òàêîé
ôèãóðû ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê.

Äëÿ àíàëèçà Ëàãðàíæåâûõ ýëåìåíòîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå, ìû ââåäåì êàíî-
íè÷åñêèé êâàäðàò {(ξ, η) : −1 ≤ ξ, η ≤ 1} â âû÷èñëèòåëüíîé ïëîñêîñòè, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñ. 15. Ìíîãîìåðíûå Ëàãðàíæåâû ïîëèíîìû â ïðÿìîóãîëüíèêå
ñòðîÿòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ.

Áèëèíåéíûé Ëàãðàíæåâ ïîëèíîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

U(ξ, η) = c1,1N1,1(ξ, η) + c2,1N2,1(ξ, η) + c2,2N2,2(ξ, η) + c1,2N1,2(ξ, η).

Äëÿ íåãî ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Ni,j(ξk, ηl) = δikδjl, U(ξk, ηl) = ck,l.

Îäíàêî, òåïåðü Ni,j(ξ, η) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ ôóíê-
öèé (êàê ãîâîðÿò, ôàêòîðèçóåòñÿ):

Ni,j(ξ, η) = N1
i (ξ)N1

j (η),
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Ðèñ. 16: Áèëèíåéíàÿ ýëåìåíòíàÿ ôóíêöèÿ N1,1 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñíàÿ
ôóíêöèÿ.

ãäå

N1
1 (ξ) =

1− ξ
2

, N1
2 (ξ) =

1 + ξ

2
, −1 ≤ ξ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, Ni,j(ξ, η) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê:

Ni,j(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξη.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â áèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ íà êâàäðàòå èìå-
þòñÿ êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå. Îíè, îäíàêî, íå óâåëè÷èâàþò òî÷íîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè, ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé.

Ãëîáàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ÷åòûðåõ ôóíêöèé ñ
îäíîé îáùåé âåðøèíîé äëÿ ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ôóíêöèÿ ëè-
íåéíà ðà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, ãëîáàëüíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, ñìîòðè
ðèñ. 16.

Áèêâàäðàòè÷íûå ýëåìåíòíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

U(ξ, η) =
3∑
i=1

3∑
j=1

ci,jNi,j(ξ, η),

ãäå
Ni,j(ξ, η) = N2

i (ξ)N2
j (η), i, j = 1, 2, 3,

N2
1 (ξ) = −ξ(1− ξ)/2, N2

2 (ξ) = ξ(1 + ξ)/2, N2
3 (ξ) = (1− ξ2),

íà èíòåðâàëå −1 ≤ ξ ≤ 1.
Ôóíêöèÿ Ni,j(ξ, η) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Ni,j(ξ, η) = a1 + a2ξ + a3η + a4ξ
2 + a5ξη + a6η

2+
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Ðèñ. 17: Îòîáðàæåíèå êàíîíè÷åñêîãî êâàäðàòà íà 4õ-óãîëüíèê.

+a7ξ
2η + a8ξη

2 + a9ξ
2η2,

÷òî ÿâíî ïîêàçûâàåò íàëè÷èå êóáè÷åñêèõ ÷ëåíîâ è äàæå ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà â ïðåäñòàâëåíèè. Îäíàêî, ïîëíûé ïîëèíîì (ò.å. ïîëèíîì, âêëþ÷àþùèé
âñå ìîíîìû ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè) èìååò ñòåïåíü 2. Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñè-
ìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíû,
íàïðîòèâ ëèøü óâåëè÷èâàþò ðàçìåðû ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè.

Ìû ïîñòðîèëè ýëåìåíòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè íà êàíîíè÷åñêîì êâàäðàòå.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýòè ôóíêöèè íà ôèçè÷åñêîì ýëåìåíòå, ìû äîëæíû íàé-
òè îòîáðàæåíèå êàíîíè÷åñêîãî êâàäðàòà íà ÷åòûðåõóãîëüíèê (xij, yij). Òàêîå
îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé N1

i (ξ):[
x
y

]
=

2∑
i=1

2∑
j=1

[
xij
yij

]
N1
i (ξ)N1

j (η).

Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü ÷òî ðåáðî η = −1 îòîáðàæàåòñÿ â ðåáðî (x11, y11)−
(x21, y21): [

x
y

]
=

[
x11

y11

]
1− ξ

2
+

[
x21

y21

]
1 + ξ

2
. (49)

Âàæíî, ÷òî âåðøèíû (x12, y12), (x22, y22) íå âëèÿþò íà îòîáðàæåíèå (49) íå ñî-
äåðæàùåé èõ ñòîðîíû, òàê êàê ýòî ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü ïîñòðîåííûõ
ãëîáàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðåáðî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

14 Äâóìåðíûå èåðàðõè÷åñêèå ýëåìåíòû.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ èåðàðõè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìû
îãðàíè÷èìñÿ áîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíèêà. Ìû îïèøåì áàçèñ íà êà-
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íîíè÷åñêîì êâàäðàòå, à çàòåì ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïåðåñ÷èòàíû íà ïðîèç-
âîëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå.

Áàçèñ ïîðÿäêà p ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ôóíêöèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ âåðøèíàìè, ðåáðàìè è öåíòðîì êâàäðàòà. Îïèøåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî:
Ýëåìåíòíûå ôóíêöèè äëÿ âåðøèí (áèëèíåéíûå, 4 ôóíêöèè):

N1
ij(ξ, η) = N1

i (ξ)N1
j (η), i, j = 1, 2.

Ýëåìåíòíûå ôóíêöèè äëÿ ðåáåð (ñâÿçàíû ñ ñåðåäèíàìè ðåáåð, 4(p−1) ôóíêöèé
äëÿ p ≥ 2):

Nk
31(ξ, η) = N1

1 (η)Nk(ξ), Nk
13(ξ, η) = N1

1 (ξ)Nk(η),

Nk
32(ξ, η) = N1

2 (η)Nk(ξ), Nk
23(ξ, η) = N1

2 (ξ)Nk(η).

Çäåñü èíäåêñ k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ k = 2, 3...p, à ôóíêöèè Nk(y) îïðåäåëåíû
êàê

Nk(y) =

√
2k − 1

2

∫ y

−1

Pk−1(t) dt,

ãäå Pk−1(t) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè k− 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Nk(−1) =
Nk(1) = 0, òàê ÷òî êàæäàÿ ýëåìåíòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðåáåð òîæäåñòâåííî ðàâíà
0 íà òðåõ ðåáðàõ èç ÷åòûðåõ.
Ýëåìåíòíûå âíóòðåííèå ôóíêöèè (ñâÿçàíû ñ öåíòðîì (3,3), (p − 2)(p − 3)/2
ôóíêöèé äëÿ p ≥ 4) ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèè

N400
33 = (1− ξ2)(1− η2).

Òîëüêî ýòà ôóíêöèÿ ïðèñóòñòâóåò äëÿ ñëó÷àÿ p = 4. Äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòåïå-
íåé p, èåðàðõè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

N510
33 = N400

33 P1(ξ), N501
33 = N400

33 P1(η),

N620
33 = N400

33 P2(ξ), N611
33 = N400

33 P1(ξ)P1(η), N602
33 = N400

33 P2(η),

è àíàëîãè÷íî äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé. Çäåñü â âåðõíåì èíäåêñå kλµ ó ôóíê-
öèé ïîñëåäîâàòåëüíî ñòîÿò îáùàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà è ñòåïåíè äîïîëíèòåëüíûõ
ïîëèíîìîâ ïî ξ è η, òàê ÷òî k = λ+ µ+ 4.

Ðåøåíèå â òåðìèíàõ èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

U(ξ, η) =
2∑
i=1

2∑
j=1

c1
ijN

1
ij +

p∑
k=2

[
2∑
j=1

ck3jN
k
3j +

2∑
i=1

cki3N
k
i3

]
+

p∑
k=4

∑
λ+µ=k−4

ckλµ33 Nkλµ
33 .

Ïîëíîå ÷èñëî ôóíêöèé â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíî:

4 + 4(p− 1)+ +
(p− 2)+(p− 3)+

2
, ãäå q+ = max(q, 0).
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Ðèñ. 18: Èåðàðõè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ
âåðøèíû è äëÿ ðåáåð (k = 1, 2, 3, 4).

Ðèñ. 19: Èåðàðõè÷åñêèå âíóòðåííèå
ôóíêöèè Nkλµ

33 , λ + µ = k − 4 (k =
4, 5, 6).

Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ÊÝ
p 1 2 3 4
òðåóãîëüíèê 3 6 10 15
Ëàãðàíæåâ áàçèñ 4 9 16 25
èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ 4 8 12 17
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Ðèñ. 20: Óçëû äëÿ ëèíåéíîé ýëåìåíòíîé ôóíêöèè íà òåòðàýäðå è áàðèöåíòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ÷èñëî ôóíêöèé ïîðÿäêà p äëÿ Ëàãðàíæåâà áàçèñà â êà-
íîíè÷åñêîì êâàäðàòå, èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà è ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ôóíê-
öèé, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ôóíêöèé â òðåóãîëüíèêå.

Ìû âèäèì, ÷òî îáà áàçèñà íà êâàäðàòå íåîïòèìàëüíû ïî ÷èñëó ôóíêöèé.
Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé p, ÷èñëî ôóíêöèé â íèõ ïðèìåðíî îäèíàêîâî è çàìåòíî
áîëüøå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñ ðîñòîì p, îäíàêî, íåîïòèìàëüíîñòü èåðàðõè-
÷åñêîãî áàçèñà óìåíüøàåòñÿ, è àñèìïòîòè÷åñêè ÷èñëî ôóíêöèé â íåì ñòðåìèòñÿ
ê îïòèìàëüíîìó. Êîëè÷åñòâî ôóíêöèé â Ëàãðàíæåâîì áàçèñå îñòàåòñÿ ñëèøêîì
áîëüøèì.

15 Òðåõìåðíûå ýëåìåíòû.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ÷èñëî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû)
ðàâíî:

np =
(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

6
.

Ïîñòðîåíèå ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé ïðîèñõîäèò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äâóìåð-
íûì ýëåìåíòàì, ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ëèøü ôîðìóëû äëÿ ëèíåéíûõ Ëàãðàí-
æåâûõ ôóíêöèé.

Â ñëó÷àå òåòðàýäðà, èç Ëàãðàíæåâûõ óñëîâèé:

Nj(xk, yk, zk) = δjk, j, k = 1, 2, 3, 4,

ìû ïîëó÷àåì äëÿ ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Nj(x, y, z) =
Dklm(x, y, z)

Cjklm
,

ãäå (jklm) � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1,2,3,4), à îïðåäåëèòåëè Dklm è Cjklm äàþòñÿ
ôîðìóëàìè

Dklm = det


1 x y z
1 xk yk zk
1 xl yl zl
1 xm ym zm

 , Cjklm = det


1 xj yj zj
1 xk yk zk
1 xl yl zl
1 xm ym zm

 .
44



Ðèñ. 21: Óçëû äëÿ êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé ýëåìåíòíîé ôóíêöèè íà òåòðà-
ýäðå.

Ïðîåêöèÿ ðåøåíèÿ U íà ýëåìåíò ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ýòèì ôóíêöèÿì
êàê:

U(x, y, z) =
4∑
j=1

cjNj(x, y, z).

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (êîîðäèíàòû îáúåìà), êîòîðûå âíîâü ÿâëÿ-
þòñÿ èçáûòî÷íûìè, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

ζj = Nj(x, y, z), j = 1, 2, 3, 4.

è òàêæå äàþò îáúåì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåòðàýäðîâ ñ âåðøèíîé â òî÷êå P :

ζ1 =
VP234

V1234

, ζ2 =
V1P34

V1234

, ζ3 =
V12P4

V1234

, ζ4 =
V123P

V1234

.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
x
y
z
1

 =


x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

1 1 1 1



ζ1

ζ2

ζ3

ζ4

 .
Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, ââîäèòñÿ êàíîíè÷åñêèé êóá

{(ξ, η, ζ) : −1 ≤ ξ, η, ζ ≤ 1}.

Ýëåìåíòíûå ôóíêöèè äëÿ óçëà (ijk) âûáèðàþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé
ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò:

Nijk = Ni(ξ)Nj(η)Nk(ζ).
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Ðèñ. 22: Óçëû äëÿ òðèëèíåéíîé è òðè-êâàäðàòè÷íîé ýëåìåíòíîé ôóíêöèè íà
êóáå.

16 Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìíîãîìåð-

íûõ ÊÝ.

Ìû îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè â äâà ýòàïà. Âíà÷àëå áóäåò ïðîâåäåíà
îöåíêà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè íà êàíîíè÷åñêîì ýëåìåíòå, à
çàòåì ìû ïðîèçâåäåì ïåðåñ÷åò îøèáîê èç êàíîíè÷åñêîãî íà ôèçè÷åñêèé ýëå-
ìåíò.

Ñ öåëüþ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü äèñ-
êðåòíîå ðåøåíèå ðàçëàãàåòñÿ ïî ýëåìåíòíûì ôóíêöèÿì â âèäå:

U(ξ, η) =
n∑
j=1

cjNj(ξ, η). (50)

Òîãäà äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè âåðíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü p � íàèáîëüøåå öåëîå, äëÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèå (50)
òî÷íî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè p. Òîãäà äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà Ω0

ñóùåñòâóåò C > 0 òàêàÿ, ÷òî:

|u− U |s,Ω0 ≤ C|u|p+1,Ω0 ,

äëÿ ëþáîãî u ∈ Hp+1(Ω0) è s = 0, 1...p+ 1. Çäåñü |u|s,Ω0 îáîçíà÷åíà Ñîáîëåâñêàÿ
ïîëóíîðìà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà â ôèçè÷åñêèé
íà ïðèìåðå òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëü-
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íèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì: x
y
1

 =

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

 ζ1

ζ2

ζ3

 =

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

 1− ξ − η
ξ
η

 .
ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåí êàê:

Je =

[
xξ xη
yξ yη

]
,

è åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí

det Je = (x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1).

Îöåíêó ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ëåììû:
Ëåììà: Ïóñòü he � ñàìàÿ äëèííàÿ ñòîðîíà ýëåìåíòà e, à αe � ñàìûé ìàëåíü-
êèé óãîë. Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà:

h2
e

2
sin(αe) < det Je < h2

e sin(αe).

Òàêæå ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó [4]:
Òåîðåìà 2. Ïóñòü θ(x, y) ∈ Hs(Ωe), θ̃(x, y) ∈ Hs(Ω0), ãäå Ω0� êàíîíè÷åñêèé
ýëåìåíò. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû cs, Cs, ÷òî

cs sins−1/2 αeh
s−1
e |θ|s,Ωe ≤ |θ̃|s,Ω0 ≤ Cs sin−1/2 αeh

s−1
e |θ|s,Ωe .

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóþò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòè àï-
ïðîêñèìàöèè.

Òåîðåìà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ. Ïóñòü Ω ðàçáèòà íà òðåóãîëüíûå ýëåìåí-
òû Ωe. Ïóñòü h � ñàìàÿ äëèííàÿ ñòîðîíà ýëåìåíòà â ðàçáèåíèè, à α � ñàìûé
ìàëåíüêèé óãîë. Äëÿ ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè p ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà
C > 0, íåçàâèñèìàÿ îò u ∈ Hp+1 è ðàçáèåíèÿ, ÷òî

||u− U ||s ≤
Chp+1−s

sins α
||u||p+1, ∀u ∈ Hp+1(Ω), s = 0, 1.

Òåîðåìà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïóñòü Ω ðàçáèòà íà ïðÿìîóãîëüíûå
ýëåìåíòû Ωe. Ïóñòü h � ñàìàÿ äëèííàÿ ñòîðîíà ýëåìåíòà â ðàçáèåíèè, à β
� ñàìîå ìàëîå îòíîøåíèå ñòîðîí. Äëÿ ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè p ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, íåçàâèñèìàÿ îò u ∈ Hp+1 è ðàçáèåíèÿ, ÷òî

||u− U ||s ≤
Chp+1−s

βs
||u||p+1, ∀u ∈ Hp+1(Ω), s = 0, 1.
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Â îöåíêè äâóõ ïîñëåäíèõ ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì âõîäÿò äîïîëíèòåëü-
íûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, è îöåíêè ïîãðåøíî-
ñòè çàâèñÿò îò ýòèõ õàðàêòåðèñòèê. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî íåæåëàòåëüíî. ×òî-
áû èñêëþ÷èòü òàêóþ çàâèñèìîñòü, ìû ââåäåì ñåé÷àñ âàæíûé â ïðèëîæåíèÿõ
êëàññ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñ-
ëè âñå óãëû âñåõ ýëåìåíòîâ îòäåëåíû îò 0 è π (β îòäåëåíî îò 0), êîãäà ðàçìåð
ýëåìåíòîâ h→ 0.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñåìåéñòâ äâå âûøåïðèâåäåííûå òåîðåìû óïðîùàþòñÿ è ìî-
ãóò áûòü ñâåäåíû â îäíó.
Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ðàçáèòà íà ýëåìåíòû Ωe èç ðåãóëÿðíîãî ñåìåéñòâà. Ïóñòü
h � ñàìàÿ äëèííàÿ ñòîðîíà ýëåìåíòà â ðàçáèåíèè. Äëÿ ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè
p ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, íåçàâèñèìàÿ îò u ∈ Hp+1(Ω) è ðàçáè-
åíèÿ, ÷òî

||u− U ||s ≤ Chp+1−s||u||p+1, s = 0, 1. (51)

Õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ãàðàíòèðîâàííàÿ óðàâíå-
íèåì (51), äîñòèãàåòñÿ òîëüêî åñëè ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì. Åñëè
ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ìåíüøå íåîáõîäèìîé (èìåþòñÿ ñêà÷êè ïðîèçâîäíîé, ðàçðûâ-
íà ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà è ò.ä.), îöåíêà ïîãðåøíîñòè óõóäøàåòñÿ.
Èìåííî, åñëè ðåøåíèå u ∈ Hq+1(Ω), q < p, òî îöåíêà ñõîäèìîñòè (51) äîëæíà
áûòü çàìåíåíà íà

||u− U ||s ≤ Chq+1−s||u||q+1, s = 0, 1.

17 Òðèàíãóëÿöèÿ â ìíîãîìåðíîì ÌÊÝ.

Â îòëè÷èè îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â ìíîãîìåðíîì ÌÊÝ âîïðîñ î ðàçáèåíèè îá-
ëàñòè íà ýëåìåíòû ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòûì è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
Ýòà çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ åùå òåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé ïîãðåøíîñòè
ðåøåíèÿ ìû äîëæíû ïîëüçîâàòüñÿ ðåãóëÿðíûìè ñåìåéñòâàìè ÌÊÝ, ÷òî èñ-
êëþ÷àåò èç ðàçáèåíèÿ ñëèøêîì ïëîñêèå òðåóãîëüíèêè è ïðÿìîóãîëüíèêè. Âî-
ïðîñ î òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè îòíîñèòñÿ ê âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Âðåìÿ
ðàçáèåíèÿ ìîæåò ñîñòàâëÿòü çàìåòíóþ ÷àñòü âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ. Â äàííîì ðàçäåëå, ìû êîðîòêî îïèøåì
èäåè îñíîâíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ òðèàíãóëÿöèè. Áîëåå ïîäðîáíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â [4, 6].

17.1 Ðàçáèåíèå íà áëîêè, ìåòîä Êóêà

Â ýòîì ïîäõîäå, òðèàíãóëÿöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðè ýòàïà:
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Ðèñ. 23: Ðàçáèåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïî ìåòîäó Êóêà.

• Îïèñàíèå ãåîìåòðèè îáúåêòà

• Ðàçáèåíèå îáúåêòà íà áëîêè

• Ðàçáèåíèå áëîêîâ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû.

Îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ýòàï. Çäåñü ìû ïîìåùàåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî-
÷åê íà ãðàíèöû îáëàñòè, è çàòåì ñîåäèíÿåì èõ ïðÿìûìè ëèíèÿìè. Çàòåì ýòè
òî÷êè ìîãóò áûòü ïåðåñ÷èòàíû â èñêðèâëåííóþ îáëàñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîîð-
äèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñì. ðèñ. 23. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé âû÷èñëÿþòñÿ
êàê

uij =
(ui,jmax − ui,jmin

)(vimin,j + ui,jmin
)

1− (ui,jmax − ui,jmin
)(vimax,j + vimin,j)

,

vij =
(vimax,j − vimin,j)(ui,jmin

+ vimin,j)

1− (ui,jmax − ui,jmin
)(vimax,j + vimin,j)

.

Ïîëó÷àþùèåñÿ áëîêè ìîãóò áûòü âûáðàíû ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïîëíàÿ
èñõîäíàÿ îáëàñòü, ÷òî îáëåã÷àåò èõ ðàçáèåíèå íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû.

17.2 Òðèàíãóëÿöèÿ íàëîæåíèåì ñåòêè

Â ýòîì ïîäõîäå, ìû âíà÷àëå ïîäãîòàâëèâàåì ðåãóëÿðíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç
òðåóãîëüíèêîâ (èëè èç êâàäðàòîâ, òåòðàýäðîâ è ò.ä.). Çàòåì ìû ïîêðûâàåì èçó-
÷àåìóþ îáëàñòü òàêîé ñåòêîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ õîðîøàÿ ðàâíîìåðíàÿ
òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè � âåçäå, êðîìå îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Óçëû è ãðàíèöû
íàøåé ñåòêè ìîãóò íå ëåæàòü íà ãðàíèöå. ×òîáû äîáèòüñÿ ïðèâÿçêè ðàçáèåíèÿ
ê ãðàíèöå, ìû ìîæåì:
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Ðèñ. 24: Òðèàíãóëÿöèÿ íàëîæåíèåì ñåòêè.

1. ïåðåìåñòèòü íàèáîëåå áëèçêèå óçëû ê ãðàíèöå.
2. ðàññ÷èòàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñåòêè è ãðàíèöû, è äîáàâèòü ýòè òî÷êè ê

íàøåìó ðàçáèåíèþ.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, ìû ïîëó÷àåì áîëåå ñëîæíûå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ, êîòîðûå
ìû äîëæíû çàòåì ðàçäåëèòü íà ïðîñòûå.

Îäíàêî äàæå ñ òàêèìè óëó÷øåíèÿìè ñåòêè â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, ñðåäíèé
äèàìåòð ýëåìåíòîâ îñòàåòñÿ îäèíàêîâûì âî âñåé îáëàñòè, ÷òî ìîæåò ïðèâî-
äèòü ê íåòî÷íîìó îïèñàíèþ ãðàíèöû îáëàñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå
òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå
êâàäðàòè÷íîå (èëè âîñüìèðè÷íîå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) äåðåâî. Èäåÿ ñîñòîèò
â äåëåíèè ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé, íà 4(8) ìåíü-
øèõ ïðÿìîóãîëüíèêà, äàþùèõ ëó÷øåå îïèñàíèå îáëàñòè â îêðåñòíîñòè ãðàíè-
öû, ðèñ. 25. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðåíà íåñêîëüêî
ðàç.

17.3 Ôðîíòàëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå

Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâíîì äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷. Ýëåìåíòû
ñòðîÿòñÿ ïîñëîéíî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé èç ãðàíèö îáëàñòè. Ýëåìåíòû íîâîãî ñëîÿ
ñäâèãàþò ôðîíò òðèàíãóëèðîâàííîé ÷àñòè îáëàñòè, äî çàïîëíåíèÿ âñåé îáëà-
ñòè, ðèñ. 26. Êàê ïðàâèëî, â òàêîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû, áëèçêèå ê
ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêàì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ïîäõîä ê íåîäíîñâÿçíûì îáëàñòÿì, ìû
äîëæíû ìîäèôèöèðîâàòü åãî. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ìîäèôèêàöèè ñîñòîèò âî ââå-
äåíèè èñêóññòâåííûõ ðàçðåçîâ, ðèñ. 27. Â çàâèñèìîñòè îò ñâÿçíîñòè îáëàñòè,
íàì ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî ðàçðåçîâ.

50



Ðèñ. 25: Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîãî äåðåâà.

Ðèñ. 26: Ïðèìåð ðàáîòû ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà.
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Ðèñ. 27: Íåîäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ðàçðåçîì.

Ðèñ. 28: Ïåðåìåùåíèå òðèàíãóëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.

17.4 Òðèàíãóëÿöèÿ íàëîæåíèåì ñëîåâ

Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â ïåðåìåùåíèè òðèàíãóëèðîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âäîëü ëèíèè â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, òàêîé ïîäõîä íàçûâàþò åùå 2.5-ìåðíûì
ìåòîäîì.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü "ïëàâíî"ìåíÿåòñÿ
ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ëèíèè. Ê íîâîìó ñëîþ äîáàâëÿþò óçëû ðàâíîìåðíî ïå-
ðåìåùåííîãî ïðåäûäóùåãî ñëîÿ, ñì. ðèñ. 28. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâå
ïîâåðõíîñòè ðàçáèòû íà òðåóãîëüíèêè, è ìû ìîæåì ïðîñòûì îáðàçîì ðàçáèòü
ïðîñòðàíñòâî ìåæäó íèìè íà òåòðàýäðû.
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Ðèñ. 29: Èòåðàöèîííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïî Äåëîíå.

17.5 Ãëîáàëüíîå ðàçáèåíèå íà òðåóãîëüíèêè è òåòðàýäðû
(ìåòîä Äåëîíå)

Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, ïðåäíàçíà÷åííûì
äëÿ òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè è/èëè äëÿ óëó÷øåíèÿ óæå èìåþùåéñÿ òðèàíãóëÿöèè.
Ìåòîä ìîæíî îïèñàòü êàê èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäóþùèõ
ýòàïîâ:

• Ìû ñòàðòóåì ñ íà÷àëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ D0 âñåé ñèñòåìû. Îíà ñîñòîèò èç
2 òðåóãîëüíèêà â R2 è 8 òåòðàýäðîâ â R3.

• Êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Di ñòðîèòñÿ äîáàâëåíèåì íîâîãî i-ãî
óçëà è îáúåäèíåíèåì ñ ïðåäûäóùåé òðèàíãóëÿöèåé Di−1 òàê ÷òî:
1. ýëåìåíòû, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü (ñôåðà) êîòîðûõ ñîäåðæèò i, èñêëþ-
÷àþòñÿ,
2. ãðàíè (ïëîñêîñòè) ñîåäèíÿþòñÿ ñ óçëîì i,
3. óäàëÿþòñÿ ýëåìåíòû, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ íàøåé îáëàñòüþ.

Ìåòîä Äåëîíå èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà:

• ïîëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè è òåòðàýäðû "â ñðåäíåì"èìåþò ïðèåìëåìóþ
ôîðìó (ò.å. óãëû íå ñëèøêîì áëèçêè ê íóëþ).

• íîâûå óçëû ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ ïðîöåññ òðèàíãóëÿöèè.

Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå îáû÷íî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Çàäàåòñÿ ïåðâûé íàáîð óçëîâ, "ðàçóìíî"ðàñïðåäåëåííûé íà ãðàíèöàõ.

• Ñòðîèòñÿ ïåðâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ íà îñíîâå ýòèõ óçëîâ.
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Ðèñ. 30: Èñêëþ÷åíèå ïëîñêîãî ýëåìåíòà.

• Óäàëÿþòñÿ ñëèøêîì áîëüøèå ýëåìåíòû. Äëÿ ýòîãî äîáàâëÿåòñÿ óçåë â
áàðèöåíòð òàêèõ ýëåìåíòîâ è ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì Äåëîíå.

• Ïðåäûäóùèé øàã ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò íåîá-
õîäèìûé ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ýëåìåíòà.

Õîòÿ ìåòîä Äåëîíå äàåò õîðîøåå ðàçáèåíèå â ñðåäíåì, îòäåëüíûå ýëåìåí-
òû âñå æå ìîãóò èìåòü ïëîõóþ ôîðìó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óëó÷øèòü êà÷åñòâî
òðèàíãóëÿöèè, ìû äîëæíû óëó÷øèòü ôîðìó ýëåìåíòîâ è îïòèìèçèðîâàòü èõ
ðàçìåðû.

Îïòèìèçàöèÿ ðàçìåðà ñîñòîèò èç èñêëþ÷åíèÿ áîëüøèõ ýëåìåíòîâ (ñ áîìî-
ùüþ äîáàâëåíèÿ óçëîâ, êàê îïèñàíî âûøå) è èñêëþ÷åíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ ñ
ïîìîùüþ èõ îáúåäèíåíèÿ ñ ñîñåäíèìè. Óëó÷øåíèå ôîðìû ïðîèñõîäèò ñ ïîìî-
ùüþ èñêëþ÷åíèÿ ñëèøêîì ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ ïåðåìåùåíèåì âíóòðåííåãî óçëà
ê áàðèöåíòðó íåêîòîðîãî îáúåìëèþùåãî ýëåìåíòà, ðèñ. 30. Ýòà ïðîöåäóðà, êî-
íå÷íî, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïî-ðàçíîìó, è åå ýôôåêòèâíîñòü è ñêîðîñòü
çàâèñèò îò äåòàëåé ðåàëèçàöèè.

18 Êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ìû ðàíåå íàó÷èëèñü ñòðîèòü ýëåìåíòíûå áàçèñíûå ôóíêöèè íà êàíîíè÷åñêîì
ýëåìåíòå. Äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è, îäíàêî, íàì íåîáõîäèì áàçèñ íà
ôèçè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ, êîòîðûå èìåþò ðàçëè÷íûå ïîëîæåíèÿ, ôîðìû, ðàçìå-
ðû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïîçâî-
ëÿåò ïåðåñ÷èòàòü ýëåìåíòíûå ôóíêöèè ñ êàíîíè÷åñêîãî íà ôèçè÷åñêèé ýëåìåíò.
Ìû ìîæåì ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îäíàêî åñòåñòâåííî ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû îíè

• ïðîñòî âû÷èñëÿëèñü,

• ñîõðàíÿëè íåïðåðûâíîñòü,
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• áûëè îáðàòèìûìè, ò.å. ÷òîáû ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ íå îáðàùàëñÿ â
íîëü. Íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ìû òðåáóåì

det

[
xξ xη
yξ yη

]
6= 0.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè, åñòåñòâåííî îïèñû-
âàòü êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöè-
ÿìè. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòåïåíÿìè ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé
nfunc è ïðåîáðàçîâàíèé ntrans, âûäåëÿþò òðè êëàññà êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé:
ñóáïàðàìåòðè÷åñêèå: ntrans < nfunc,
èçîïàðàìåòðè÷åñêèå: ntrans = nfunc,
ñóïåðïàðàìåòðè÷åñêèå: ntrans > nfunc.
Â ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ëèíåéíûå è áèëèíåéíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Îíè âñåãäà óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì òðåáîâàíèÿì, íî èõ îá-
ðàòèìîñòü äîëæíà áûòü ïðîâåðåíà äîïîëíèòåëüíî.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

18.1 Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êâàäðàòà ñ êâàäðàòè÷íûìè
ôóíêöèÿìè (Ñóáïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå)

Ðåøåíèå íà ýëåìåíòå çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ áèêâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé:

U(ξ, η) =
3∑
i=1

3∑
j=1

cijN
2
ij(ξ, η),

ãäå
N2
ij(ξ, η) = N2

i (ξ)N2
j (η), i, j = 1, 2, 3,

N2
i (ξ) =


−ξ(1− ξ)/2, i = 1,
ξ(1 + ξ)/2, i = 2,
1− ξ2, i = 3.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé:[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

2∑
i=1

2∑
j=1

[
xij
yij

]
N1
ij(ξ, η),

ãäå
N1
ij(ξ, η) = N1

i (ξ)N1
j (η), i, j = 1, 2,

N1
i (ξ) =

{
(1− ξ)/2, i = 1,
(1 + ξ)/2, i = 2.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íåîñîáîå, åñëè âñå óãëû ôèçè÷åñêîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà ìåíüøå π, òî åñòü ôèçè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê � âûïóêëûé.
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Ðèñ. 31: Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êâàäðàòà ñ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè.

18.2 Êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà ñ êâàäðà-
òè÷íûìè ôóíêöèÿìè

Âîáùåì ñëó÷àå, êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

6∑
i=1

[
xi
yi

]
N2
i (ξ, η).

Çäåñü ôóíêöèè N2
i (ξ, η) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

N2
i = 2ζi(ζi − 1/2), i = 1, 2, 3,

N2
4 = 4ζ1ζ2, N2

5 = 4ζ2ζ3, N2
6 = 4ζ3ζ1,

ζ1 = 1− ξ − η, ζ2 = ξ, ζ3 = η.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òîëüêî îäíà ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ìîæåò áûòü
êðèâîé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à äâå äðóãèõ îñòàþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè 4 è 6 ñîõðàíÿþò ñâîè ïîçèöèè â öåíòðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîðîí:

x4 = (x1 + x2)/2, y4 = (y1 + y2)/2,

x6 = (x1 + x3)/2, y6 = (y1 + y3)/2.

Òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:[
x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

[
x1

y1

]
(1− ξ − η) +

[
x2

y2

]
ξ(1− 2η) +

[
x3

y3

]
η(1− 2ξ) +

[
x5

y5

]
4ξη.
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Ðèñ. 32: Êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà ñ äâóìÿ ïðÿìûìè ñòîðîíàìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ñòîðîí (1-2) è (1-3) � ëèíåéíûå:[
x
y

]
=

[
x1

y1

]
(1− ξ) +

[
x2

y2

]
ξ,

[
x
y

]
=

[
x1

y1

]
(1− η) +

[
x3

y3

]
η.

ßêîáèàíû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé � êîíñòàíòû, òàê ÷òî îíè íå ìîãóò èìåòü îñî-
áåííîñòåé. Îäíàêî, ßêîáèàí ìîæåò îáíóëèòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òðåòüåé,
êðèâîé ñòîðîíû, è ýòî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ òî÷êè (x5, y5). Ðàçîáüåì èñêîìîå
ïðåîáðàçîâàíèå íà 2 øàãà:
1. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê êàíîíè÷åñêîìó ýëåìåíòó ñ êðèâîé ñòîðîíîé. Îïðå-
äåëèòåëü ßêîáèàíà ïîñòîÿííûé, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå âñåãäà îáðàòèìîå.
2. "Âûïðÿìëåíèå"êðèâîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (x1, y1) = (0, 0), (x2, y2) = (1, 0), (x3, y3) = (0, 1), â
îáùóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå:[

x(ξ, η)
y(ξ, η)

]
=

[
ξ(1− 2η)
η(1− 2ξ)

]
+ 4ξη

[
x5

y5

]
.

Åãî ßêîáèàí J(ξ, η) ðàâåí:[
xξ xη
yξ yη

]
=

[
1− 2η + 4x5η −2ξ + 4x5ξ
−2η + 4y5η 1− 2ξ + 4y5ξ

]
.

Îïðåäåëèòåëü ßêîáèàíà òàêæå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

det J(ξ, η) = 1 + (4x5 − 2)η + (4y5 − 2)ξ.
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Ðèñ. 33: Ëèíåàðèçàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ßêîáèàíà � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ξ è η, äîñòàòî÷íî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî åãî çíà÷åíèÿ âî âñåõ âåðøèíàõ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà èìåþò îäèí
è òîò æå çíàê::

det J(0, 0) = 1, det J(1, 0) = 4y5 − 1, det J(0, 1) = 4x5 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí 0 (îòîáðàæåíèå îáðàòèìî) ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

x5 > 1/4, y5 > 1/4. (52)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò â òðåóãîëüíèê
ñ ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ñòîðîíîé. Âîãíóòûå ñòîðîíû òîæå äîïóñòèìû, îäíàêî
ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âîãíóòîñòè îãðàíè÷åíà è çàäàåòñÿ óñëîâèåì (52).

19 ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå â ÌÊÝ.

Êàê ìû óæå âèäåëè, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íóæíî âû÷èñ-
ëÿòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íà ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ:

I =

∫
Ωe

A(Ui(x), Uj(x)) dx.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå òàêèõ èíòåãðàëîâ íà ïðèìåðå ïëîñêîñòè R2. Ïåðåõîäÿ
ê êàíîíè÷åñêîìó ýëåìåíòó, ìû ïîëó÷èì äëÿ òèïè÷íîãî èíòåãðàëà ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

I =

∫ ∫
Ω0

α(ξ, η)Ns(ξ)N
>
t (η) det (Je)dξdη,
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ãäå ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ s, t ∈ {∅, ξ, η}, à

N> = [N1, N2, ...Nnp ].

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé
ðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé np:

I =

∫ ∫
Ω0

 (N1)s(N1)t (N1)s(N2)t
(N2)s(N1)t (N2)s(N2)t

. . .

α(ξ, η) det (Je)dξdη. (53)

Èíîãäà èíòåãðàë (53) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî â îáùåì ñëó-
÷àå, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ.

Â ðàìêàõ ÌÊÝ, ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:

• ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò òî÷íûå ðåçóëüòàòû â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ
(ò.å. ïðîñòûå êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ α(ξ, η))

• Äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè, òî÷íîå âû÷èñëåíèå
èíòåãðàëîâ íå îáÿçàòåëüíî.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îñîáåííîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ â ÌÊÝ, íàïîìíèì áàçîâûå ôàêòû î êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ. Êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëîé íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà êîíå÷íîé ñóììîé

I =

∫ ∫
Ω0

f(ξ, η)dξdη ≈
n∑
i=1

Wif(ξi, ηi).

Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè q, åñëè äëÿ ëþáîé
q+1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, f(ξ, η) ∈ Hq+1(Ω0), âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

|I −
n∑
i=1

Wif(ξi, ηi)| ≤ C||f ||q+1.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå,

I =

1∫
−1

f(ξ)dξ ≈
n∑
i=1

Wif(ξi),

íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû
Íüþòîíà-Êîòåñà (èìåþùèå ïîðÿäîê òî÷íîñòè n) è ôîðìóëû Ãàóññà-Ëåæàíäðà
(ïîðÿäîê òî÷íîñòè 2n−1). Óçëû è âåñà äëÿ ýòèõ ôîðìóë íèçêèõ ïîðÿäêîâ ïðè-
âåäåíû â Òàáëèöå 2. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ôîðìóëû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ
ìîæíî íàéòè â ñòàíäàðòíûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì.
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Òàáëèöà 2: Óçëû è âåñà äëÿ ôîðìóë Ãàóññà-Ëåæàíäðà.
n ±ξi Wi

1 0 2

2 1/
√

3 1
3 0 8/9√

3/5 5/9

Ðèñ. 34: Óçëû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ n = 3 â êâàäðàòå (òî÷íû äëÿ ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè 5).

Ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ ìû íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ êà-
íîíè÷åñêîãî êâàäðàòà. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðîñòåéøàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë:

I =

1∫
−1

1∫
−1

f(ξ, η)dξdη ≈
1∫

−1

n∑
i=1

Wif(ξi, η)dη =

=
n∑
i=1

Wi

1∫
−1

f(ξi, η)dη ≈
n∑
i=1

m∑
j=1

WiW̃jf(ξi, ηj).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû íå îïòèìàëüíû. Îíè ñîäåðæàò áîëüøå óçëîâ, ÷åì ìèíèìàëüíî íåîáõî-
äèìîå êîëè÷åñòâî. Ýòà ðàçíèöà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî çàìåòíîé äëÿ âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ ýëåìåíòîâ â R3.
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Òàáëèöà 3: ×èñëî óçëîâ îäíîìåðíûõ ôîðìóë n, ïîðÿäîê òî÷íîñòè, è êîëè÷åñòâî
óçëîâ äëÿ òåíçîðíûõ Ntens è îïòèìàëüíûõ Nopt ôîðìóë.

R2 R3

n ñòåï. Ntens Nopt Ntens Nopt

1 1 1 1 1 1
2 3 4 4 8 5
3 5 9 7 27 14
4 7 16 12 64 30

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ òðåóãîëüíèêîâ:
Äëÿ âûâîäà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íèçêèõ ïîðÿäêîâ âîçìîæíî ïðèìåíèòü ìå-
òîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü
èíòåãðàë ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:∫ ∫

Ω0

f(ξ, η)dξdη = W1f(ξ1, η1) + E.

Çäåñü èìååòñÿ òðè ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòà, òàê ÷òî ôîðìóëà ìîæåò áûòü òî÷-
íà äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ïðîâåðÿåì åå äëÿ òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé [1, ξ, η]>:

1∫
0

1−ξ∫
0

 1
ξ
η

 dηdξ =

 1/2
1/6
1/6

 =

 W1

W1ξ1

W1η1

 .
Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ, W1 = 1/2, ξ1 = η1 = 1/3, ÷òî äàåò íàì ñëåäó-
þùóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó:∫ ∫

Ω0

f(ξ, η)dξdη =
1

2
f(1/3, 1/3) +O(f ′′).

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ áîëåå ñëîæíû äëÿ âûâîäà. Íåêîòî-
ðûå ïðèìåðû òàêèõ ôîðìóë äëÿ òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â [7].

20 Îøèáêè äèñêðåòèçàöèè. Îøèáêè âîçìóùåíèé.

Ìû óæå îáñóæäàëè îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, è óñòàíîâèëè ñëåäóþùóþ
Òåîðåìó: Ïóñòü Ω ðàçáèòà íà ýëåìåíòû Ωe èç ðåãóëÿðíîãî ñåìåéñòâà. Ïóñòü
h � ñàìàÿ äëèííàÿ ñòîðîíà ýëåìåíòà â ðàçáèåíèè. Äëÿ ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè
p ñóùåñòâóåò C > 0 (íåçàâèñèìàÿ îò u ∈ Hp+1(Ω) è ðàçáèåíèÿ):

||u− U ||s ≤ Chp+1−s||u||p+1, s = 0, 1. (54)
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Îäíàêî, îöåíêà îøèáêè (54) íå ó÷èòûâàåò âñå èñòî÷íèêè ïîãðåøíîñòåé ïðè
ðåàëüíîì ïðèìåíåíèè ÌÊÝ. Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàþòñÿ íåó÷òåííûìè:
1. Îøèáêè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
2. Îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
3. Îøèáêè òðèàíãóëÿöèè ãðàíèöû.
Ñåé÷àñ ìû îáñóäèì, êàê ìîæíî îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðåøíîñòè.

20.1 Îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ

Èñõîäíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à:

A(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H

Ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ òî÷íûì èíòåãðèðîâàíèåì:

A(U, V ) = (f, V ) ∀V ∈ HN

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ:

A∗(U
∗, V ) = (f, V )∗ ∀V ∈ HN

Ýôôåêò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â A∗, (., .)∗:

(f, V )∗ =

N∆∑
e=1

(f, V )e,∗ =

N∆∑
e=1

n∑
k=1

WkV (xk, yk)f(xk, yk).

Òåîðåìà 1: Ïóñòü A(u, v) è A∗(U, V ) � áèëèíåéíûå ôîðìû, A � íåïðåðûâíàÿ,
A∗ � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò.å. ∃ α è β:

|A(u, v)| ≤ α||u||1||v||1, ∀u, v ∈ H,

A∗(U,U) ≥ β||U ||21, ∀U ∈ HN .

Òîãäà
||u− U∗||1 ≤ C {||u− V ||1+

+ sup
W∈HN

|A(W,V )− A∗(W,V )|
||W ||1

+ sup
W∈HN

|(f,W )− (f,W )∗|
||W ||1

}
, ∀V ∈ HN .

Òåîðåìà 2: Ïóñòü J(ξ, η) � ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïëîñêîñòè (ξ, η) â
(x, y). Ïóñòü íà ðåãóëÿðíîì ðàçáèåíèè ∆h, det(J(ξ, η))Wx(ξ, η) è det(J(ξ, η))Wy(ξ, η)
� êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ñòåïåíè íå áîëåå r1, è det(J(ξ, η))W (ξ, η)
� êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè íå áîëåå r0. Òîãäà:
1. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà â (ξ, η) äëÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè r1 + r,

|A(W,V )− A∗(W,V )|
||W ||1

≤ Chr+1||V ||r+2, ∀V,W ∈ HN .
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2. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà â (ξ, η) äëÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè r0 +r−1,

|(f,W )− (f,W )∗|
||W ||1

≤ Chr+1||f ||r+1, ∀W ∈ HN .

Ïðèìåð 1:
Êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå � ëèíåéíî,
det(J(ξ, η)) � ïîñòîÿííûé.
HN � êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ñòåïåíè p.
Òîãäà r1 = p− 1, r0 = p.

||u− V ||1 = O(hp)

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà äëÿ ñòåïåíè ρ:

ρ = r1 + r ⇒ r = ρ− p+ 1.

|A(W,V )− A∗(W,V )|
||W ||1

≤ Chρ−p+2||V ||ρ−p+3.

ρ = r0 + r − 1 ⇒ r = ρ− p+ 1.

|(f,W )− (f,W )∗|
||W ||1

≤ Chρ−p+2||f ||ρ−p+2.

Âàðèàíòû ñîîòíîøåíèÿ p è ρ:
1. Åñëè ρ = 2(p− 1) ⇒ r = p− 1.
Âñå ïîãðåøíîñòè îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà:

||u− U∗||1 = O(hp).

Îïòèìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ.
2. Åñëè ρ > 2(p− 1) ⇒ r > p− 1.
Èíòåðïîëÿöèîííàÿ îøèáêà � îñíîâíàÿ:

||u− U∗||1 = O(hp).

Äîï. çàòðàòû íà èíòåãðèðîâàíèå íå îïðàâäàíû.
3. Åñëè ρ < 2(p− 1) ⇒ r < p− 1.
Îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ � îñíîâíûå:

||u− U∗||1 = O(hρ−p+2).

Ïðè ρ ≤ p− 2 � íåò ñõîäèìîñòè!
Ïðèìåð 2:

Èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû:
(ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ è ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò.) Îïòèìàëüíûé ïîðÿ-
äîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

ρ = 4(p− 1).
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Ðèñ. 35: Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû îáëàñòè ïîëèíîìàìè.

20.2 Îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Åñëè èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî è ãðàíèöà òðèàíãóëèðîâàíà òî÷íî, òî
äëÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p

||u− U ||1 ≤
{
hp||u||p+1 + hp+1/2||u||p+1

}
, (55)

åñëè ðåøåíèå u ∈ Hp+1(Ω).
Åñëè Ω íå ãëàäêàÿ (íàïðèìåð, ñîäåðæèò óãëû), òî ðåøåíèå íå ïðèíàäëåæèò
Hp+1(Ω), è (3) íå âûïîëíåíî.

20.3 Îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû

Ïðîñòðàíñòâî àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé íå ñîäåðæèòñÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
Äëÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè:

||u− U ||1 = O(h),

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè:

||u− U ||1 = O(h3/2).

Îøèáêè ñêîíöåíòðèðîâàíû â îêðåñòíîñòè ∂Ω, âíå åå � îáû÷íûå.
Äðóãîé ðåçóëüòàò:

ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè p:

||u− U ||1 = O(hp),

åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíèöàìè ∂Ω è ∂Ω̃ ∼ hp+1. Äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðî-
âàòü ãðàíèöó ïîëèíîìàìè ñòåïåíè p.
Ò.î., íóæíî èñïîëüçîâàòü èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû.

64



21 Àïðèîðíûå è àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåø-

íîñòåé

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (íå òîëüêî ÌÊÝ) øè-
ðîêî ïðèìåíÿþò äâà òèïà ìåòîäîâ: àïðèîðíûå è àïîñòåðèîðíûå. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ íàçâàíèÿìè, àïðèîðíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ïîãðåøíî-
ñòè åùå äî òîãî, êàê ðåøåíèå ïîëó÷åíî, â òî âðåìÿ êàê àïîñòåðèîðíûé ìåòîä
òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (èëè íåñêîëüêèõ ðåøåíèé) äî òîãî, êàê ïîÿâèòñÿ
âîçìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü.

Â ðàìêàõ ÌÊÝ, àïðèîðíûå îöåíêè îøèáîê õîðîøî èçâåñòíû, è âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê

|u− U |s ≤ Chp+1−s|u|p+1, (56)

s = 0, 1, u ∈ Hp+1(Ω),

ãäå h � ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Â óðàâíåíèè (56) ïðèáëè-
æåíèå U ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u èùåòñÿ â îáëàñòè Ω, è îöåíêè ïîãðåøíîñòåé
ïðèâåäåíû äëÿ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ. Ê äîñòîèíñòâó ýòèõ îöåíîê îòíî-
ñèòñÿ òî, ÷òî ìû çíàåì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó
åùå äî ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ U . Íåäîñòàòêîì æå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû, êàê ïðà-
âèëî, íå çíàåì êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è íîðìó òî÷íîãî ðåøåíèÿ
u è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåì îöåíèòü ïîãðåøíîñòü êîëè÷åñòâåííî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, àïîñòåðèîðíûå îöåíêè îøèáîê èñïîëüçóþò óæå ïîëó-
÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Âîçìîæíî ïðåäëî-
æèòü ðàçëè÷íûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ïîýòîìó ðàçóìíî ñôîðìóëèðîâàòü òå
òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè îöåíêè. Êàê ïðàâèëî, îò íèõ
òðåáóþò, ÷òîáû îíè:
� äàâàëè àêêóðàòíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òðèàíãóëÿöèé è ñòå-
ïåíåé ïîëèíîìîâ,
� áûëè ýôôåêòèâíû â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå,
� ìîãëè áûòü ïðèìåíåíû äëÿ âû÷èñëåíèé îöåíîê â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ.

Îñíîâíûå òèïû àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê îñíîâàíû íà:
� ýêñòðàïîëÿöèè ðåøåíèé,
� âû÷èñëåíèè íåâÿçêè ðåøåíèé (solution residual),
� âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèé (solution recovery).

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê.

21.1 Îöåíêè, îñíîâàííûå íà ýêñòðàïîëÿöèè ðåøåíèé

1. Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó
Ïîñòðîèì äâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ Up

h(x) è Up
h/2(x), ñîîòâåòñòâóþùèõ äèà-

ìåòðàì ÊÝ h è h/2. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îöåíêà ñâåðõó ïîãðåøíîñòè â
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Ðèñ. 36: Ðåøåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ ýëåìåíòàìè U1
h è U1

h/2, è äëÿ êâàä-

ðàòè÷íûõ ôóíêöèé U2
h .

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (56) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé:

u(x)− Up
h(x) = Cp+1h

p+1 +O(hp+2), (57)

u(x)− Up
h/2(x) = Cp+1

(
h

2

)p+1

+O(hp+2).

Âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ äðóã èç äðóãà, íàéäåì:

Up
h/2(x)− Up

h(x) = Cp+1h
p+1(1− 1

2p + 1
) +O(hp+2).

Ïðåíåáðåãàÿ âûñîêèìè ïîðÿäêàìè ïî h, ïîëó÷èì îöåíêó ïîãðåøíîñòè:

u(x)− Up
h(x) ≈

Up
h/2(x)− Up

h(x)

1− 1/2p+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøå-
íèÿ Up

h(x) â òåðìèíàõ åãî ñàìîãî è ðåøåíèÿ ñ ïîëîâèííûì äèàìåòðîì îáúåìîì
ÊÝ. Òàêîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îöåíêè íàçûâàåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé ïî Ðè÷àðä-
ñîíó, èëè h-ýêñòðàïîëÿöèåé.

2. Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî ñòåïåíÿì ïîëèíîìîâ
Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (57) óðàâíåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ Up+1

h ñ òåì æå
îáúåìîì, íî ñ óâåëè÷åííîé ñòåïåíüþ ïîëèíîìîâ:

u(x)− Up+1
h (x) = Cp+2h

p+2 +O(hp+3).

Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ Up+1
h èç óðàâíåíèÿ (57), íàéäåì

u(x)−Up
h(x) =

[
u(x)− Up+1

h (x)
]
+
[
Up+1
h (x)− Up

h(x)
]

=
[
Up+1
h (x)− Up

h(x)
]
+O(hp+2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê

u(x)− Up
h(x) ≈

[
Up+1
h (x)− Up

h(x)
]
.

Ýòîò ïîäõîä ê îöåíêå ïîãðåøíîñòåé íàçûâàåòñÿ p-ýêñòðàïîëÿöèåé.

66



21.2 Îöåíêè, îñíîâàííûå íà íåâÿçêå ðåøåíèé

Â ýòîì ïîäõîäå, ìû ñòðîèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå U , è çàòåì èñïîëüçóåì åãî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè. Îáùàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷åííûå èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, è ðå-
øàåì íàøå óðàâíåíèå ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ íà êàæäîì ÊÝ íåçàâèñèìî. Â ñèëó
ýòîé íåçàâèñèìîñòè, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ
íåâåëèêè. Ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèåì U è ïîëó÷åííûìè ëîêàëüíûìè ðåøåíèÿìè
(íåâÿçêà) è áóäåò îöåíêîé ïîãðåøíîñòè. Êîíå÷íî, áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå íà ýëå-
ìåíòå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðàçáèâàÿ ýëåìåíò íà ïîäýëåìåíòû, òàê è óâåëè÷èâàÿ
ñòåïåíü ïîëèíîìîâ íà ýëåìåíòå. Ìû ðàçáåðåì ïîäðîáíåå âòîðîé ñëó÷àé.

Ìû èùåì ðåøåíèå U âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ íà âñåé îáëàñòè â ïðîñòðàí-
ñòâå Hp ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p:

A(U, V ) = (f, V ), ∀V.

Íà êàæäîì ýëåìåíòå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u âûïîëíÿåòñÿ:

Ae(u, v) = (f, v)e, ∀v ∈ H(Ωe),

è íåâÿçêà e îïðåäåëÿåòñÿ êàê
u = U + e.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìû íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ íåâÿçêè:

Ae(e, v) = (f, v)e − Ae(U, v).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåâÿçêè, ìû çàìåíèì e è v íà èõ êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìà-
öèè E, V â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå:

Ae(E, V ) = (f, V )e − Ae(U, V ) ∀V ∈ HL(Ωe). (58)

Åñëè ïðîñòðàíñòâî HL ñîäåðæèò ïîëèíîìû òåõ æå ñòåïåíåé, ÷òî è U , òî HL =
Hp è E = 0. Îáû÷íî âûáèðàþò HL = Hp+1, è òîãäà ìîæíî ïðèáëèæåííî ïî-
ëîæèòü E ≈ e. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîãðåøíîñòü âî âñåé îáëàñòè, íåîá-
õîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (58) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ýòè óðàâíåíèÿ
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íåçàâèñèìû (â îòëè÷èè îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ!), òàêîå
ðåøåíèå îáû÷íî íå ñîñòàâëÿåò ïðîáëåìû.

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèé, èñïîëüçóþò ñâîéñòâî ñâåðõ-
ñõîäèìîñòè ÌÊÝ, êîòîðîå ìû îáñóäèì ïîäðîáíåå.

22 Ñâåðõñõîäèìîñòü ðåøåíèé â ÌÊÝ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè èäåè ñâåðõñõîäèìîñòè, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 2ãî ïîðÿäêà íà
îñè:

−u′′(x) + βu(x) + q = 0.
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Ðèñ. 37: Îïòèìàëüíûå òî÷êè äëÿ
ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé (ëèíåéíûå
ýëåìåíòû).

Ðèñ. 38: Îïòèìàëüíûå òî÷êè äëÿ
ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé (êâàäðàòè÷-
íûå ýëåìåíòû).

Ïîñòðîèì åãî ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ÌÊÝ è ïîñòðîèì
ãðàôèêè òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé (ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 37 è 38.)

Ìîæíî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ ïîãðåøíîñòü çà-
ìåòíî ìåíüøå, ÷åì â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êå èíòåðâàëà. Òàêèå òî÷êè
ñóùåñòâóþò êàê äëÿ ðåøåíèÿ, òàê è äëÿ åãî ïðîèçâîäíîé, ïðè÷åì ýòè òî÷êè
ðàçíûå: ðåøåíèå u òî÷íåå âñåãî â óçëàõ, à ïðîèçâîäíûå u′ òî÷íåå âñåãî âî âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ. Ïîäîáíûå íàáëþäåíèÿ ïðèâåëè ê ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ ñâåðõñõîäè-
ìîñòè, ò.å. áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îáùèìè
òåîðåìàìè. Çäåñü íåò íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, òàê êàê îáùèå òåîðåìû ãàðàíòè-
ðóþò ñõîäèìîñòü äëÿ âñåõ òî÷åê, â òî âðåìÿ êàê ñâåðõñõîäèìîñòü íàáëþäàåòñÿ
òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê.

Àíàëèçèðóÿ àïïðîêñèìàöèþ ïîëèíîìàìè âíèìàòåëüíåå, ìîæíî äîêàçàòü ñëå-
äóþùèå ôàêòû:

• äîïîëíèòåëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ðàâåí 1.

• Â R1:
îïòèìàëüíûå òî÷êè äëÿ ôóíêöèé � óçëû.
îïòèìàëüíûå òî÷êè äëÿ ïðîèçâîäíûõ � òî÷êè Ãàóññîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

• Â RN :
îïòèìàëüíûå òî÷êè â êóáàõ � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ òî÷åê
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(åñòü ñâåðõñõîäèìîñòü).
îïòèìàëüíûå òî÷êè â òåòðàýäðàõ � (ñâåðõñõîäèìîñòè íåò!).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ñâåðõñõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû îöåíêè
ïîãðåøíîñòè, îñíîâàííûå íà âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó, è áóäåì âîññòàíàâëèâàòü ðåøåíèå U∗ ìåòî-
äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

U∗ = pa = [1, x, y, ...yp]a, a = [a1, a2, ...am]>.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàáîð êîýôôèöèåíòîâ a, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìèçàöè-
åé ñóììû êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé â òî÷êàõ ñâåðõñõîäèìîñòè (xk, yk):

Π =
n∑
k=1

(U(xk, yk)− pka)2 , pk = p(xk, yk).

Ðåøåíèå a îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè ÌÍÊ:

a = A−1b,

ãäå

A = p>k pk, b =
n∑
k=1

p>k U(xk, yk).

Îïðåäåëèâ êîýôôèöèåíòû a, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ðåøåíèå U∗ â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ ÷èñëî òî÷åê n íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ â p, è ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì, â îòëè÷èè îò ìåòîäà íåâÿçêè.

Ïðåíåáðåãàÿ, êàê îáû÷íî, ðàçíîñòüþ ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì è ëó÷øèì
ïðèáëèæåíèåì, ìîæåì îöåíèòü ïîãðåøíîñòü êàê:

|u− U | ≈ |U∗ − U |.

Íóæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâî ñâåðõñõîäèìîñòè ìîæåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ è äëÿ äðóãèõ öåëåé, íàïðèìåð äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèé. Îñîáåííî ïðèâëåêà-
òåëüíî óòî÷íåíèå ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîñòü âîñ-
ñòàíîâëåííîé ïðîèçâîäíîé áóäåò ñîâïàäàòü ñ òî÷íîñòüþ ñàìîãî ðåøåíèÿ.

23 Àäàïòèâíîå óòî÷íåíèå ðåøåíèé: h-, p-, è hp-

óòî÷íåíèå.

Ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ íà êàêîì-ëèáî ïðåäîïðåäåëåí-
íîì ðàçáèåíèè, êàê ïðàâèëî, íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äåëî
â òîì, ÷òî äîëæíà áûòü ïðîêîíòðîëèðîâàíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, è
íåò ãàðàíòèè, ÷òî îíà ñðàçó æå îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé. Òàêèì îáðàçîì,
îáû÷íî ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:
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• âûáîð òðèàíãóëÿöèè è ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé (ò.å. âûáîð h è p)

• ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà âûáðàííîì ðàçáèåíèè

• àíàëèç ðåøåíèÿ è âû÷èñëåíèå ïîãðåøíîñòåé

• èçìåíåíèå òðèàíãóëÿöèè è/èëè ýëåìåíòíûõ ôóíêöèé.

Äâà îñíîâíûõ òèïà óòî÷íåíèÿ:
1. h-óòî÷íåíèå:
Òèï ýëåìåíòîâ íåèçìåíåí, ìåíÿåòñÿ ðàçìåð: óìåíüøàåòñÿ â îäíèõ îáëàñòÿõ,
óâåëè÷èâàåòñÿ â äðóãèõ.
2. p-óòî÷íåíèå:
Ðàçìåð ýëåìåíòà íåèçìåíåí, óâåëè÷èâàåòñÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ (êàê ïðàâèëî,
èåðàðõè÷åñêèå ýëåìåíòû).

Ïîäòèïû h-óòî÷íåíèÿ:
1. Ðàçáèåíèå ýëåìåíòîâ.
Ýëåìåíòû ñ áîëüøîé ëîêàëüíîé îøèáêîé äåëÿòñÿ íà ïîäýëåìåíòû, ñ ìàëîé �
îáúåäèíÿþòñÿ.
Ïðîáëåìû:
� âèñÿùèå óçëû
� ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà îáúåäèíåíèÿ.
2. Ïîëíàÿ ðå-ãåíåðàöèÿ òðèàíãóëÿöèè.
Íà îñíîâå âû÷èñëåííîé îøèáêè ïðåäñêàçûâàåòñÿ íîâûé ðàçìåð ýëåìåíòà, ïðî-
èñõîäèò íîâàÿ òðèàíãóëÿöèÿ.
Ïðîáëåìû:
� ìîæåò áûòü äîðîãèì â ïðèìåíåíèè.
� ñëîæíî ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ýòàïà.
3. r-óòî÷íåíèå.
×èñëî óçëîâ íåèçìåííî, ìåíÿåòñÿ èõ ïîëîæåíèå.
Ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæóùèõñÿ îñîáåííîñòåé.

Ïîäòèïû p-óòî÷íåíèÿ:
1. Ðàâíîìåðíîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà âî âñåõ ýëåìåíòàõ.
2. Ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ èåðàðõè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Êðèòåðèé óòî÷íåíèÿ.
Êðèòåðèè áóäóò ðàçíûìè â ðàçíûõ íîðìàõ!
Ïîòðåáóåì ÷òîáû îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà η = ||e||/||u||:

η ≤ η.

"Îïòèìàëüíàÿ"òðèàíãóëÿöèÿ: îøèáêè íà âñåõ ýëåìåíòàõ îäèíàêîâû. Äîïóñòè-
ìàÿ îøèáêà:

η||u|| ≈ η
(
||U ||2 + ||e||2

)1/2
.

Òðåáóåì:

||e||k < η

(
||U ||2 + ||e||2

m

)1/2

= em,
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m � ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
ξk = ||e||k/em.

Äîëæíû óòî÷íÿòü ðåøåíèå, åñëè

ξk > 1.

(Ïåðâûé òèï)
Ãåíåðàöèÿ íîâîé òðèàíãóëÿöèè ñ ξk ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
||e||k ∼ hpk.

Òîãäà

hnew = min
k

(
ξ
−1/p
k hk

)
.

Ñòðàòåãèÿ hp-óòî÷íåíèÿ.
1. h-óòî÷íåíèå ñ íèçêèì ïîðÿäêîì (p = 1 èëè 2) äî ðàçóìíîé òî÷íîñòè. (5%).
Îøèáêè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî.
2. Ðàâíîìåðíîå p-óòî÷íåíèå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ.
Ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî p:

||e|| ≤ CN−β.

||u||2 − ||Uq||2 = C2N−2β
q , q = p− 2, p− 1, p.

||u||2 − ||Up||2

||u||2 − ||Up−1||2
=

(
||u||2 − ||Up−1||2

||u||2 − ||Up−2||2

) log (Np−1/Np)

log (Np−2/Np−1)

.

Òåïåðü çíàåì îøèáêó äëÿ ëþáîãî q:

||e||2 = ||u||2 − ||Uq||2, q = 1, 2...p.

24 Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ)

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ óñïåøíî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â
ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ ñ ðàçíîîáðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è äèôôåðåí-
öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. Îäíàêî, ìàòðèöû ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïîëó÷àþùèåñÿ â
ÌÊÝ, âåñüìà âåëèêè è ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îïðåäåëåí-
íûå òðóäíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà çàäà÷ áûë ïðåäëîæåí
äðóãîé ìåòîä � ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåîäî-
ëåòü ýòó òðóäíîñòü.

Èäåÿ ÌÃÝ âåñüìà ïðîñòà è åñòåñòâåííà. Èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Ðåøàÿ ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå, ìû íàõîäèì ðåøåíèå íà ãðàíèöå, à çàòåì, åñëè íåîáõîäèìî, âîññòàíàâëèâà-
åì ðåøåíèå âî âñåé èñõîäíîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñîêðàùåíèå

71



ðàçìåðíîñòè íà åäèíèöó, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû.

Ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ ÌÃÝ ìîæíî ïî ðàçíîìó. Ìû ðàññìîòðèì äâå
ôîðìóëèðîâêè ÌÃÝ: ïðÿìóþ è íåïðÿìóþ íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â îáëàñòè.

24.1 Íåïðÿìàÿ ôîðìóëèðîâêà ÌÃÝ

Ïóñòü ó íàñ çàäàíî óðàâíåíèå Ëàïëàñà â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω. Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè Γ ìîãóò áûòü êàê óñëîâèÿìè Äèðèõëå (íà ÷àñòè Γ1),
òàê è óñëîâèÿìè Íåéìàíà (íà ÷àñòè Γ2), ïðè÷åì Γ = Γ1 +Γ2. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
u(x) äëÿ ðåøåíèÿ è q(x) = ∂u(x)/∂n äëÿ ïðîèçâîäíîé, çàïèøåì íàøó çàäà÷ó:

∆u(x) = 0, x ∈ Ω
u(x) = ū(x), x ∈ Γ1

q(x) = q̄(x), x ∈ Γ2.
(59)

Çäåñü âåêòîð ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè. Èç-
âåñòíî, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, åé ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå, êîòîðûì îíà, â ñâîþ î÷åðåäü,
îïðåäåëÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî çàäà÷è Íåéìàíà è Äèðèõëå.

24.1.1 Çàäà÷à Íåéìàíà

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ σ(x):

u(x) =

∫
Γ

σ(ξ)G(ξ, x)dΓ(ξ), x ∈ Ω. (60)

Â ýòîì óðàâíåíèè G(ξ, x) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

G(ξ, x) =

{
1/|ξ − x| â R3,

log (1/|ξ − x|) â R2.
(61)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïðåäñòàâëåíèÿ (60) ïî âíåøíåé íîðìàëè, íàõîäèì:

q(x) = −απσ(x) +

∫
Γ

σ(ξ)
∂G(ξ, x)

∂n(x)
dΓ(ξ), x ∈ Γ, (62)

ãäå α = 1 â R2 è α = 2 â R3. Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíà, ïîýòîìó
ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè σ(x). Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ìû çàòåì ñìîæåì âîññòàíîâèòü ðåøåíèå
u(x) âî âñåé îáëàñòè Ω ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (60).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (62) ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ãàóññà: ∫

Γ

q(x)dΓ(x) = 0.
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24.1.2 Çàäà÷à Äèðèõëå

Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ µ(x):

u(x) =

∫
Γ

µ(ξ)
∂G(ξ, x)

∂n(x)
dΓ(ξ), x ∈ Ω. (63)

Ðàññìàòðèâàÿ ýòî óðàâíåíèå íà ãðàíèöå è èñïîëüçóÿ ñêà÷îê ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ, ìîæåì çàïèñàòü (63) â âèäå:

u(x) = −απµ(x) +

∫
Γ

µ(ξ)
∂G(ξ, x)

∂n(x)
dΓ(ξ), x ∈ Γ,

Ýòî óðàâíåíèå âíîâü ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ìîæåò
áûòü ðåøåíî îòíîñèòåëüíî µ(x), à ðåøåíèå âî âñåé îáëàñòè çàòåì ìîæåò áûòü
âîññòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ (63).

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ìîæíî òàêæå èñêàòü è â âèäå
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ:

u(x) =

∫
Γ

σ(ξ)G(ξ, x)dΓ(ξ), x ∈ Ω.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå, ìû íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

u(x) =

∫
Γ

σ(ξ)G(ξ, x)dΓ(ξ), x ∈ Γ.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî
σ(x). Êàê ïðàâèëî, òàêèå óðàâíåíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåíû, è èõ ðåøåíèå ïîëó÷èòü
íå ïðîñòî. Â äàííîì ñëó÷àå, îäíàêî, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñèíãóëÿðíî,
è âñëåäñòâèå ýòîãî óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî îáóñëîâëåííûì.

24.2 Ïðÿìàÿ ôîðìóëèðîâêà ÌÃÝ

Íåóäîáñòâîì íåïðÿìîé ôîðìóëèðîâêè ÌÃÝ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ
ôîðìàëüíûõ ïëîòíîñòåé ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ (íà-
ïðèìåð, â çàäà÷àõ ýëåêòðîñòàòèêè) òàêèå ïîòåíöèàëû èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë,
îäíàêî ÷àñòî ýòè âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè íåôèçè÷íû. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ åñòå-
ñòâåííåå èñïîëüçîâàòü ïðÿìóþ ôîðìóëèðîâêó ÌÃÝ, â êîòîðóþ âõîäèò òîëüêî
ñàìî ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåòüåé ôîðìóëîé Ãðèíà èëè ìåòîäîì íåâÿçîê.

Ìû ïî-ïðåæíåìó ðåøàåì óðàâíåíèå (59). Ïðèìåíÿÿ òðåòüþ ôîðìóëó Ãðè-
íà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u∗(ξ, x), ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà:∫

Ω

∆u∗(ξ, x)u(x)dΩ = −
∫

Γ

q(x)u∗(ξ, x)dΓ(x) +

∫
Γ

u(x)q∗(ξ, x)dΓ(x), (64)
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ãäå

q∗(ξ, x) =
∂u∗(ξ, x)

∂n(x)
.

Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå ôóíêöèè u∗(ξ, x) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå G óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà:

∆G(ξ, x) = −2απδ(ξ − x).

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå (64), ïîëó÷èì:

2απu(ξ) +

∫
Γ

u(x)
∂G(ξ, x)

∂n(x)
dΓ(x) =

∫
Γ

q(x)G(ξ, x)dΓ(x). (65)

Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü ó íàñ â óðàâíåíèè èìååòñÿ ñóììà äâóõ ïîòåíöèàëüíûõ
ñëîåâ, îäíàêî èõ ïëîòíîñòè âûðàæåíû â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü óðàâíåíèåì Ôðåä-
ãîëüìà ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà. Ìû ìîæåì òàêæå ïðèìåíÿòü åãî ê çàäà÷àì ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñìåøàííîãî òèïà.

Áîëåå âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ (65) ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáîâàíèÿ
ê ãëàäêîñòè ãðàíèöû â íåì ìîãóò áûòü îñëàáëåíû. Â ÷àñòíîñòè, äîïóñêàåòñÿ
íàëè÷èå óãëîâ è ðåáåð.

25 Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ïàðàáî-

ëè÷åñêîãî òèïà.

25.1 Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (initial-boundary value problem):

∂

∂t
u(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) â Ω× (0, T )

u(•, 0) = u0 íà Ω (66)

u(x, t) = 0 íà ∂Ω× (0, T ).

Â ýòîì óðàâíåíèè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n ≥ 1, ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂Ω. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, T ], T > 0.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (66) íà ãëàäêóþ ôèíèòíóþ ôóíêöèþ v ∈ C∞0 (Ω) è èí-
òåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

d

dt

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx+

∫
Ω

∇u(x, t)∇v(x)dx =

∫
Ω

f(x, t)v(x)dx. (67)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå u(x, t) ≡ u(t) ∈ V = H1
0 (Ω).

Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì, çàäà÷à (66) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì
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âèäå:
Íàéòè ôóíêöèþ u(t) ∈ V òàêóþ, ÷òî u(0) = u0, è

d

dt
(u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) äëÿ ëþáîé v ∈ V. (68)

Â ýòîì óðàâíåíèè (•, •) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω), à a(u(t), v) = (∇u(t),∇v).
Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âûõîäèò çà ðàìêè íàøèõ ëåêöèé [1]. Èìåííî, ïðî-
ñòðàíñòâî V äîëæíî áûòü íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà: H1

0 (Ω) ⊂ V ⊂
H1(Ω), ôîðìà a(•, •) : V × V → R � V-ýëëèïòè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé, à
f ∈ L2 â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî çàäà÷à (68)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Âûáèðàÿ v = u(t), ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå (68) â âèäå:

1

2

d

dt
||u(t)||2 + a(u(t), u(t)) = (f(t), u(t)), (69)

ãäå ||•|| = ||•||L2(Ω). Èñïîëüçóÿ V -ýëëèïòè÷íîñòü (ñ êîíñòàíòîé α) ôîðìû a(•, •)
è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì:

1

2

d

dt
||u(t)||2 + α||u(t)||2 ≤ ||f(t)||||u(t)||,

÷òî äëÿ ôóíêöèé ñ íåíóëåâîé íîðìîé ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

d

dt
||u(t)||+ α||u(t)|| ≤ ||f(t)||.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì:

||u(t)|| ≤ ||u0||e−αt +

∫ t

0

e−α(t−s)||f(s)|| ds äëÿ 0 ≤ t ≤ T. (70)

Äàííîå îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à òàêîãî òèïà èìååò ñãëàæèâàþùåå ñâîé-
ñòâî, ò.å. ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ðåãóëÿðíûì (ãëàäêèì) ñ óâåëè÷åíèåì âðå-
ìåíè t. Îäíàêî, â îêðåñòíîñòè t = 0 ìîãóò âîçíèêàòü ïðîáëåìû ñî ñõîäèìîñòüþ
èëè ãëàäêîñòüþ. Ïðèìåðîì ðåçóëüòàòîâ òàêîãî òèïà ìîæåò áûòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
Ëåììà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂

∂t
u(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) â Ω× (0, T )

u(•, 0) = u0 íà Ω

u(x, t) = 0 íà ∂Ω× (0, T ).

Åñëè u0 ∈ L2(Ω), òîãäà äëÿ t ≥ δ > 0 è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, Hk(Ω)
íîðìà ôóíêöèè u(t) îãðàíè÷åíà. Áîëåå òî÷íî,

||u(t)||Hk(Ω) ≤ Ct−
1
2
k||u0|| äëÿ t > 0.
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25.2 Ïîëóäèñêðåòèçàöèÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè

Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé, âîçìîæíà êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îäíîâðåìåííî âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-
äèíàò. Îäíàêî, åñòü îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ó ñõåì, ãäå òîëüêî ïðîñòðàí-
ñòâî (èëè òîëüêî âðåìÿ) äèñêðåòèçîâàíî.

Ìû îáñóäèì çäåñü ìåòîä, â êîòîðîì äèñêðåòèçóþòñÿ òîëüêî ïðîñòðàíñòâåí-
íûå êîîðäèíàòû. Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ (âåðòèêàëüíûì) ìåòîäîì ïðÿìûõ
(method of lines, MOL). Ìû ðàññìàòðèâàåì íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó:

∂

∂t
u+ Lu = f â Ω× (0, T )

u(•, 0) = u0 ïðè t = 0 è x ∈ Ω (71)

u(x, t) = 0 íà ∂Ω× (0, T ).

Çäåñü L � ðàâíîìåðíî-ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð â Ω. Îáëàñòü Ω ⊂ Rn è èìååò
ãëàäêóþ ãðàíèöó. Êîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â çàäà÷å (71) äèñêðå-
òèçèðóåòñÿ ëþáûì ìåòîäîì (íàïðèìåð, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì, èëè ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå â îáëàñòè Ω = [0, 1].

ut − uxx = f(x, t)

u|x=0 = u|x=1 = 0 (72)

u|t=0 = u0.

Ðàçîáüåì èíòåðâàë [0, 1] íà îäèíàêîâûå ïîäèíòåðâàëû òî÷êàìè xi, i = 0 . . . N ,
òàê, ÷òî x0 = 0, xN = 1, h = xi − xi−1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ui(t) =
u(xi, t), fi(t) = f(xi, t).

Äëÿ ñòàíäàðòíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

dui
dt

=
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
+ fi(t), i = 1 . . . N − 1, (73)

u0 = uN = 0, ui(0) = u0(xi) i = 0 . . . N.

Â ñëó÷àå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ñëà-
áóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è:

d

dt
(u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) äëÿ ëþáîé v ∈ V.

Âûáîð ïðîñòðàíñòâà V , à òàêæå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáñóæäàëèñü
âûøå. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Vh êîíôîðìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Vh ⊂ V . Òîãäà
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äèñêðåòíûé àíàëîã ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê: íàéòè
ôóíêöèþ uh(t) ∈ Vh òàêóþ, ÷òî

d

dt
(uh(t), vh) + a(uh(t), vh) = (f(t), vh) äëÿ ëþáîé vh ∈ Vh, (74)

è uh(0) = u0
h ∈ Vh, ãäå u0

h � àïïðîêñèìàöèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ïóñòü {ϕ1, . . . ϕM} � áàçèñ â ïðîñòðàí-

ñòâå Vh. Òîãäà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó:

uh(x, t) =
M∑
i=1

ui(t)ϕi(x). (75)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (75) â óðàâíåíèå (74), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

M∑
i=1

u′i(t)(ϕi, ϕj) +
M∑
i=1

ui(t)a(ϕi, ϕj) = (f(t), ϕj), j = 1 . . .M. (76)

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû è âåêòîðà:

D = {dij}, dij = (ϕi, ϕj),

A = {aij}, aij = a(ϕi, ϕj),

f̂(t) = {fj}, fj = (f, ϕj),

û(t) = {uj}.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé, ñèñòåìà óðàâíåíèé (76) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â âèäå:

D(û(t))′ + Aû(t) = f̂(t). (77)

Ìû äîëæíû òàêæå ó÷åñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû
áûëè ðàâíû ïðîåêöèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ (ìåòîä L2-ïðîåêöèé):

(u0
h, vh) = (u0, vh) äëÿ ëþáîé vh ∈ Vh.

Òîãäà
Dû(0) = u∗0, ãäå u∗0 = {(u0, ϕj)}.

Äëÿ ïðèìåðà (72), èñïîëüçóåì ëèíåéíûå Ëàãðàíæåâû êîíå÷íûå ýëåìåíòû
íà ðàçáèåíèè h. Ìàòðèöû D è A ïðîñòî âû÷èñëÿþòñÿ:

D =
h

6


4 1 0 · · · 0

1 4 1
...

0
. . . 0

... 1 4 1
0 · · · 0 1 4

 , A =
1

h


2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
...

0
. . . 0

... −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2

 .
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Åñëè ïîäåëèòü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íà h, òî ìàòðèöà A ñîâïàäåò ñ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé (73). Îäíàêî ìàòðèöà D íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøå åäè-
íè÷íîé ìàòðèöåé! Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (77), ãäå ìàòðèöà D íå ÿâëÿåòñÿ
äèàãîíàëüíîé.

25.3 Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé

Ïóñòü ìû âûáðàëè ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Vh òàê, ÷òî îíî îáëàäàåò
ñëåäóþùèì àïïðîêñèìàöèîííûì ñâîéñòâîì: äëÿ íåêîòîðîãî r > 1 âûïîëíåíî

||v − Πhv||+ h||∇(v − Πhv)|| ≤ Chs||v||s, 1 ≤ s ≤ r, v ∈ Hs(Ω), (78)

ãäå Πh : V → Vh � èíòåðïîëèðóþùèé îïåðàòîð, h � ðàçìåð ðàçáèåíèÿ è || • || =
|| • ||L2(Ω). Íàïðèìåð, äëÿ êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ r = 2.

Òåîðåìà. Åñëè u äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òîãäà L2(Ω) îøèáêà äëÿ ïîëóäèñêðå-
òèçàöèè ñ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè Vh, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâó (78), ìîæåò
áûòü çàïèñàíà äëÿ 0 ≤ t ≤ T êàê

||u(t)− uh(t)|| ≤ Ce−αthr||u0||r + Chr
{
||u(t)||r +

∫ t

0

e−α(t−s)||ut(s)||rds
}
. (79)

Äëÿ ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ýòà òåîðåìà äàåò îæèäàåìóþ îöåíêó ïî-
ãðåøíîñòè O(h2). Ñóùåñòâóþò àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è äëÿ äðóãèõ íîðì, îò-
ëè÷íûõ îò L2 íîðìû.

25.4 Mass lumping

Ïðîöåäóðà mass lumping (ðàññìîòðåíèå â öåëîì) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ
ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (77). Äëÿ êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòî ñòàíäàðòíî ïðèìåíÿåìûé ïóòü ðåøåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòîé ïðîöåäóðîé, ìàòðèöà D çàìåíÿåòñÿ íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ïîñòðî-
åííóþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

D → D = {d̄ii}, d̄ii =
∑
k

dik.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà ïðèáëèæåííîìó âû÷èñ-
ëåíèþ èíòåãðàëîâ (ϕi, ϕj) â ñëàáîé ôîðìå çàïèñè íàøåé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû
î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå.
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